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Chodci

Vitr

Vitr

Vlastisla Salajka


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/1/16/EPRU1.JPG

h ky str

L\

d \H ® N
. .9 . M,,o,,.,//

ojC

%

=
-

2l /A I
% </'

s

— na okolni objekty — t

ech. seizmicita

Uginky dopravy

N


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/1/13/JETE-panorama.jpg

= tech. seizmicita

Prirodni seizmicita - zemétreseni
Mexiko
Mexico City 1985

£ pelemicks stanke
O datové csntrum

@ ¥
@ bod pro geodeticka pozorevini

Japonsko


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/d/db/Quake_epicenters_1963-98.png

POSUZOVANI STAVEBNICH KONSTRUKCI
VYSTAVENYCH DYNAMICKYM UCINKUM

Dynamicky proménné zatizeni — silami nebo premisténim c¢asti konstrukce
(dynamicky — v €ase se meénici)

Cilem je najit se odezvu na dynamické zatizeni - méreni nebo vypocet

Vypocet — deterministicky nebo stochasticky

Vypoc€et — je nutno vydefinovat (sestavit, popsat) — nejCastéji MKP

Vypoétovy model konstrukce

/|

a — spojity model
(parcialni diferencialni
rovnice)

b — diskrétni model
S jednim stupném volnosti
obyc. dif. rovnice

c — diskrétni model
se tremi stupni volnosti.
oby¢€. diferencialni rovnice

Vypoctovy model konstrukce mostu

MKP 30 tis. stupriti volnosti

Vypoctovy model zatizeni

Deterministicky model zatizeni
a) Zadan funkci
b) Zadan tabulkou

Stochasticky model zatizeni
zatizeni znamo pouze ve smyslu
statistického vyjadfeni




Pozadavky na vypocétové (matematické) modely konstrukce

— model ma vystihnout (v metodé konecnych prvkl) nejvérnéji geometrii nosného
systemu konstrukce

— model musi zahrnout co nejlépe mechanickeé vlastnosti skutecné
konstrukce

Mechanické vlastnosti (tuhost, hmotnost a utlum)

a) Staticke

b) Dynamické

Materialové vlastnosti jsou zavislé na rychlosti zatéZovani (napf. je nutno rozliSovat
statické a dynamické moduly pruznosti)

U statickych modell — tuhost konstrukce (materialové modely a geometrické
usporadani)

U dynamickych modell navic rozdéleni hmotnosti v konstrukci a itlumové
vlastnosti Casti konstrukce

Statické modely se nemusi hodit pro dynamicke vypocty (Casti konstrukce a zatizeni
jsou modelovany pfimo jako zatizeni silami. U dynamickych modelu se ¢asti
konstrukci musi uvazovat jako telesa spojena s konstrukci. Télesa maji svou
hmotnost popf. hmotné momenty setrvacnosti), nelze je zamenit silami a momenty
jak se Casto déje pfri reSeni statiky. Uvazuje se, ze ¢ast snéhu, vody

v nadrzich, sypaného materialu je spolu kmitajici hmotnost pridana k nosnym
konstrukcim. Zbyla Cast je ,Cisté" silové statické zatizeni. Obdobné se pridava
hmotnost Casti podzakladi (zemina, hornina) do hmotnosti zakladu.



Vliv okolniho prostredi
Konstrukce je obklopena prostfedim, které na ni pusobi
Prostfedi se nahrazuje modely charakterizujici uCinky prostredi

Uéinky statické a dynamické

Statické — vlastni tiha konstrukce
— tiha technologie ulozena na konstrukci
— zatizeni snéhem, staticka slozka vétru, namraza
— propojeni se sousednimi konstrukcemi
— ulozeni konstrukce (model vazby mezi konstrukci a podzakladim)
— pokles podpor
— teplotni pole atd.

Dynamické — vitr (dynamicky model zatizeni vétrem)
— pohyb zakladu (model seizmického buzeni — akcelerogramy, spektra)
— nevyvazky rotujicich ¢asti stroju (nahrada budicimi silami)
— vybuch (nahrada v Case proménnym zatizenim — tlakem)
— dopravni proud (model zatizeni vozidly, chodci apod.)
— razy (stavebni a strojni technologie, vodni raz atd.) atd.

Nahrada skute¢nych ucinkd na konstrukci se feSi sestavenim modelu zatizeni, ktery
se aplikuje na model konstrukce!

Reseni pfimé je znané naroéné a provadi se ziidka

Z hlediska sestavovani rovnic a reSeni se zatizeni déli na silové a kinematickeé



NAVRH A POSUZOVANI DYNAM. NAMAHANYCH KONSTRUKCI

— vykres. dokumentace, geologie, technicky popis atd.
Analyza konstrukce s posouzenim — vypocet, posouzeni podle norem
— experiment v souladu s predpisy a normami
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Analyza konstrukce vytvoreni matematického popisu konstrukce a zatizeni
(abstraktni modely konstrukce a zatizeni)

OBECNE ZASADY PRI POSUZOVANI DYNAMICKY NAMAHANYCH KONSTRUKCI

OBJEKTY MAJi PO CELOU DOBU ZIVOTNOSTI VYHOVOVAT SVEMU UCELU!

Z tohoto hlediska vyplyvaji pro staticky a dynamicky namahané
konstrukce stavebnich objektll dva pozadavky:

1. BezpecCnost

2. Provozni zpusobilost

Bezpeénost — posuzovani pievazné podle zasad CSN 73 00 31
Provozni zptsobilost — dynamické namahani konstrukci

1. Uginky kmitani na lidi

2. Uginky kmitani na méfici a jiné pristroje

3. Uginky kmitani na strojni a jina technologicka zafizeni

4. Uginky kmitd Sificich se podloZim na stavebni objekty a provozy



Kritéria bezpecnosti a provozni zpusobilosti
- az na vyjimky podle 1. a 2. mezniho stavu

1. mezni stav — stav unosnosti

- nejnepfiznivéjsi kombinace statickych a dynamickych ucinku (pfihlizi se k plsobeni béhem
provadéni stavby, k unavé materialu apod.)

Extrémni napjatost musi vyhovovat podmince

|Ss¢| + |eXtr denl < [Sul
S, — napéeti, vnitrni sila od vypoctoveho statickeho ucinku
extr S, — extrem téhoz napéti, vnitrni sily od vypocCtoveho dynamickeho ucinku
S, — mezni hodnota posuzovane veliCiny stanovena podle prisluSnych norem
Posouzeni na unavu - konstrukéni prvky a detaily

Unava materialu - vyrazné snizeni meze pevnosti materialu v zavislosti na:
charakteru zatizeni, zméné napéti (pulzujici, mijiva, stfidava), uroven vytizeni prafezu, pocet cyklu,
tvar namahaného prvku, prostredi, Upravé povrchu atd.

2. mezni stav — premisténi, pretvoreni
- kombinace statickych a dynamickych ucinkd, které jsou obvyklé pfi béZném provozu.
K nejextrémnéjSim kombinacim (vyjimecnym) se nepfihlizi

Extrémni hodnoty premisténi musi vyhovovat podmince
luse| + |extr udynl < |uy|
u, — premisténi od statického ucinku
extr u,,, — extremni premisteni od dynamickeho Ucinku
u, — mezni hodnota posuzované veliCiny, stanovené dle prislusnych norem



Méné vyznamné stavby — zjednoduseni posouzeni

1. Velikost extremnich statickych premisteni se posoudi podle statickych kritérii
samostatné

2. Namisto hodnoceni absolutnich extrému pfemisténi se posuzuje odolnost
konstrukce vudi vibracim podle kritéria

|extr Xdyn| < |Xu dyn|

extr X,,, — znaci absolutni extrem rychlosti a zrychleni pole premisteni nez
extrémni hodnoty premisteni.
X, ayn— Mezni hodnota posuzovane dynamicke veliCiny

Uéinky kmitani na élovéka
Ucinky kmitani na bezné stavby
Ucinky kmitani na strojni a jina technologicka zarizeni

Uéinky kmitani na élovéka

Kmitani naruSuje od urcité intenzity psychosomatickou rovnovahu Clovéka
Nepfiznivé ucinky kmitani se projevuji zvySenou unavou a vibrace jisté intenzity
poskozuji zdravi

Podrobnosti jsou uvedeny v Nafizeni vlady €. 241/2018 Sb.(148/2006, 258/2000, 272/2011, 217/2016 )
o ochrané zdravi pFeg nepfiznivymi ucinky hluku a vibraci
a upraveny normou CSN ISO 2631 Vibrace a razy - Hodnoceni expozice Cloveka celkovym vibracim

Prevlada nazor, ze pro rozsah od 1 do 10 Hz je intenzita vhnimani umeérna zrychleni,
zatimco v rozsahu nad 10 Hz je umérna rychlosti



Uéinky kmitani na bézné stavby

Norma CSN 73 0032 déli bézné stavby na 3 tfidy z hlediska jejich odolnosti vaéi

vibracim

A — Budovy, u nichZz mohou vzniknout trhlinky v omitce nebo jiné viditelné poruchy, stavby
Z neopracovaného kamene...

B — BézZné cihelné stavby, stavby z bloku, prefabrikatl... Neporusené budovy v dobrém
stavebné technickém stavu

C — Dobre vyztuzené stavby, s kvalitné provedenou zelezobetonovou nebo ocelovou

kostrou, dokonale vyhotovené drevéné konstrukce

AMITANI WYOLANE OBLASN M KMITANI YWOLANE
IMPULZOVYM ZATIZCNIM PERIODICXVM ZATIZENIM
TRIDA AMITOCTY KMITOCTY AMITOETY AMITOLTY
0oLk oSTI | 1 4% 10 He 170 AZ 100 ¥: 1AZ 104z | 1042 1001z
KONSTRUKCE | ™ 709CHLENT™ RYCHLOST ZRYCHLENI |  RYCHLEST
mm /52 mm /s mm 752 mm/s -
A 125 2 63 1
a 290 4 1 25
c &30 10 a8 5

Hodnoty dle metodiky ,Swiss standard®

Frekvenéni rozsah | Maximalni Maximalni svisla
pouziti [Hz] rychlost v; [mm-s™] | slozka Vpay [mm-s™]
Citlivé a historické 10+ 30 3 18+3
objekty 30 + 60 3+5 18+5
Zdéné objekty 10+ 30 5 3+5
s horni ¢asti 30+ 60 5+8 3+8
di‘fevénou
Betonové nebo 10+ 30 8 48+8
zdéné budovy na 30+ 60 8+12 48+12
betonovych
zakladech
Zelezobetonove, 10 + 30 12 72+12
ocelové priamyslové 30 + 60 12+ 18 7,2+18
objekty

Uéinky kmitani na strojni

a jina technologicka zarizeni
Trida | — zvlasté presné stroje

a automaty.

Trida Il — brusky, pfesné
kovoobrabéci stroje, brousici
automaty a jiné presné stroje

Trida Ill — kovoobrabéci stroje obvyklé

presnosti, pfadaci, tkalcovské a
tiskarské stroje

Trida IV — ventilatory, elektromotory,
lisy, Sici stroje, ap.



KMToLTY KMITDCTY
TRIDA | CITLIVIST STROUMNIHO 20 10 Hz KAD 0 Hz
STROJE |\ Z4 YOC! VIBRAGM PRIPUSTIA PRIPUSTNA
ZRICHIENT Ve /St | RYCHLOST ¥V mm/is
7 YYSOCL CITINE STROIE 63 a,1
'} STACONG CITUVE STROIE £3 70
¥- 4 MAv CITuvE STROE 250 40
w NCCITUVE STROIC NAD 250 NAD 4,0

Uéinky kmita Sificich se podlozim na stavebni objekty a provozy

Sifeni kmitani smérem od zdroje — pfiblizny vypodet
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ZAKLADY KMITANI STAVEBNICH KONSTRUKCI
Vychozi predpoklady

a) Nosny systém konstrukce je tvarové urcity
b) Material nosnych Casti je linearné pruzny

c) VySetfuji se malé kmity




MODELY S JEDNIM STUPNEM VOLNOSTI - t¥i ¢asti

2

/4 A\ f\
, 1 Nehrr:otna pruzina k — Energie v
AN 2 akumulovana
[T1c k 4 Vv pruziné
ﬂ 5
._/\/\/\/\_.
1
. V == (k Au?)
m Prodlouzeni pruziny linedrni oblast 2
Au=u, —uy
i 10 Vztah mezi silou a prodlouzenim pruziny nebo
momentem a pootocenim  f, = k Au

k je pruznostni konstanta [N/m] a nebo [N.m/rad]

2 Linearné viskozni tumié ¢ ,

c 3 Soustfed&na hmotnost m [kg]
— pro translaci hmotného télesa
|5 ] L{ ; Hmotny moment setrvacnosti I, [kg.m?]
> 7 (- I pro rotaci hmotného télesa
) c D
Realné

Vztah mezi silou a rychlosti prodlouzenim pruziny
fa=c@y —u) =cAu

c je koeficient viskozniho tlumeni [N.s.m™]

blokovy zaklad se strojem
na pruznem podkladu,
vodojem, .....



POHYBOVA ROVNICE

diskrétniho modelu s jednim stupném volnosti (SV)

Pro uvedeny model soustfedéna hmota muize konat oL [T1e k
Pouze 1 (translaéni) pohyb — 1 SV B

Cil — zapsat (sestavit) pohybovou rovnici popisujici pohyb } " [

casti telesa (hmotného télesa) prirazenému k bodu

Popis je vazan na jedinou vychylku u(t)

g AR
) B S
7 ) o R

Vychazi se z 2. Newtonova zakona

Philosophiae Naturalis Principia Mathematica 5.: 1
z F=ma — Pohybové rovnice (Matematické zaklady pfirodni filosofie) 1687 &

Al tifon—
F je sila pusobici na soustavu (M moment) &G}m
m je soustredéna hmotnost (I, hmotny moment setrvacnosti)

Sir Isaac Newton

a je zrychleni v referencni inercialni soustavé (g uhlové zrychleni) 41 1643 31 3 1727
I“ | Kineticka energie
/ ’mu; ‘\ ma, T _ lmvz
£, =-ma c (Lj;l 4h ma, 2
e ] g T = 1m(vcz;x +vg,) + 1IGa)Z
2 2

1

m
M, =—I;e = —E(b2 +c¥e M;=—lze= —E(mrz)e



Lze pouzit jiny postup zapisu
Zavedme d‘Alembertovy sily — setrvacné sily f; = —ma

z F'=f, + z F=0 - Rovnice dynamické rovnovahy

Sestaveni pohybové rovnice (diskrétni soustava) — buzeni silami
Vyuziti 2. Newtonova zakona
Predpoklady

Pouze svisly pohyb, nehmotna pruzina a tlumic, odpor vzduchu
zanedban,

Postup +¢z Ec=mu
LLLL L2 S0 1 | o p— fS - fD TP = mil
?k e l_fl " Silovy diagram fo=k(u—0) = ku
Y | LLLL : :
} ” { | ‘_{l—; J‘;T Tfp " p=cli—0)=cu
l p@® | lp, p; vlastni tiha
. | p0 p(t) vnéjsi sila
Pohybova rovnice zapsana v zavislosti mil + ci + ku = p; + p(t)
na absolutni soufadnici u(t)




mil + cit + ku = p; + p(t) Nehomogenni obyc€ejna diferencialni rovnice
druhého fadu s konstantnimi koeficienty!
Dale
Pt L&
Use =7 staticka vychylka
u, je posunuti télesa (zavazi) vuci statické rovnovazné poloze u,
Celkové posunuti u = u, + ug

Po dosazeni u do pohybové rovnice a upravach

Pohybova rovnice zapsana v zavislosti na relativni
souradnici u,.(t)

mii, + ci, + ku, = p(t)

Odvozeni pohybové rovnice kyvadla

Podle 2. Newtonova zakona

@Z M, = I,6

—My — p,Lsin@ = 1,0, kde My = k46
aly, = I; + mL? je hmotny moment setrva¢nosti

| S OG p

Pohybova rovnice zapsana v zavislosti

I. + mL?)6 + ko0 = p,Lsin 6
na relativni soufadnici 6(t) (s ) oY = Pt




Sestaveni pohybové rovnice (diskrétni soustava) — buzeni silou
a pohybem zakladu - vyuzije se d’Alembertuv postup

z(t)

A

m

p(1)

Postup

Predpoklady:
Vychazi se ze stejnych jako v predchozim prikladu +

Téleso se beze tfeni muze pohybovat pouze
ve smeru vychylky u.
Na pocCatku d€je je pruzina nenapjata, tedy u = z = 0.

Funkce pohybu zakladu z(t) je znama.

Silovy diagram a d’Alemberttv princip s z F'.=0 plt)—fs—fp—mi=0

s

“— mu

- >

-« B

" TVﬁ TV

Pohybova rovnice zapsana v zavislosti
na absolutni souradnici u(t) vzhledem

—

) — —
Po rozepsani sil mii+c(t—2) + k(u—2z) =p(t)

mii +cu+ ku=cz+ kz+ p(t)

k inercialni referenéni soustavé
Castgji uvedena rovnice pFepisuje v relativni soufadnici u, (t) = u - z

Po dosazenizau=u, +z

mii, + cu, + ku, = p(t) — mz

Pohyb zakladu se projevuje pridanim reverzich setrvacnych sil p,..(t) = —mZ



Aplikace principu virtualnich premisténi k diskrétnimu modelu
s jednim stupném volnosti

Zakladni pojmy

a) Souradnice (pfemisteni) je hodnota pouzivana pro urCeni zméeny konfigurace
systému

b) Omezeni (vazba) je kinematické omezeni (vazba) v systému

c) Virtualni premisténi jsou infinitesimalni imaginarni (smyslené) zmény
konfigurace systému, které jsou konzistentni s omezenimi (vazbami)

Piiklad Proménna posunuti (soufadnice) u a v jsou zavislé (nehmotna abs. tuha

tyC) Ize je vyjadrit pomoci jedné promenné uhlu 6 Omezuiici rovnice

5 0 u=Lcosf a v=1Lsinf u2 + 12 = L2

30 -~ m
v % v+ 6v=Lsin(@ + 60) = L(sinBcosd O + sind O cosH)

| u | Virtualni zmeéna 66 je infinitesimalni

cos60=1 a sindf =450 potom v+ 6v =Lsin@ + L cos(8) 66

Virtualni zména &év = L cos(6) 66 du, dv jsou diferencialy
Obdobné virtualni zména §u = —Lssin(@) 56 uvedenych funkci
d) Mnozina zobecnénych (generalizovanych) souradnic je mnoZzina linearné

nezavislych souradnic premisténi, které jsou konzistentni s omezenimi a popisuji
libovolnou konfiguraci systému; oznacuji se q; (i = 1, ..., N) n-stupnoveé soustavy.



e) Virtualni prace dW je prace sil na virtualnich premisténich 6W = Z Q;6q;

- v . v e =1
kde Q, jsou zobecnéné (generalizovane) sily :

Priklad: Urcete virtualni praci sil plsobicich na tuhy nosnik ;

pS () :
p(x,t) dv(x,t)dx

A | T pe="1" () / \

p(x,t) = po+ f(t) Sv = x66
L
2 -
S — f (pox{ (t)> ) = <pOL£(t)> <2L359> _Po f;t)L 0 s
i / }—xJL |

Zobecneéna sila (moment) Qg

(f) Princip virtualnich premisténi - obdobné jako ve statice, s tim rozdilem,
Ze je nutno uvazovat setrvacné sily

Princip virtualnich pfemisténi Ize zapsat ve tvaru SW' = 6Wyp + 6Wir =0

Pro libovolné virtualni premisténi systému virtualni prace ,,skute¢nych” sil
a setrvaénych sil je rovna nule



Priklad:
Sestavte pohybovou rovnici soustavy 1SV s vyuzitim principu virtualnich premisténi

tloub bez tieni iN& s > , =
o bez 2SO Jedina promenna 6 oW =0

T 25 —1° Virtualni zména v mistech reakci je rovna nule,
nehmotna / c = , -
pr";izvf,,igf I W Lo podminka konzistence

tuhy - - ’
| ‘ Reakce A, a A, se v rovnici neuplatni.

a

nosnik

L 2
Dale

fs = ka6 f1=(m7L)é M,=<"11;2>9 fp—(gL)f(t) fo = cLo

[(mTLZ) b+ (cL?)6 + (ka?)6 — @] 56 = 0, kde | 50 = 0

00
R Vyraz v hranaté zavorce musi byt roven nule. Lze zapsat
w
| L |
mL?%\ .. o , PoL?
Pohybova rovnice — Jot (cL?)0 + (ka*)0 = 3 f(@®)

Princip virtualnich premisténi |:> [F(4,4,q,t)]6q =




Aplikace principu virtualnich premisténi ke spojitym modelim

V predchozi Casti byl aplikovan princip virtualnich praci na tuhé teleso v roviné
Ve skuteCnosti nosnik je poddajny spojity model a popis poddajnosti je mozny
zavedenim vybranych funkci aproximujicich chovani nosniku

V tomto pfipadé hovofime o sestaveni zobecnéného parametrického modelu
spojitého systému.

Definujme dalsi pojmy:

a) Spojity (kontinualni) systém je takovy systém, jehoz deformace je popsana
jednou nebo vice funkcemi jedné, dvou, tfi prostorovych souradnic a Casu

b) Geometrické okrajové podminky jsou kinematicka omezeni (posunuti,
pootocCeni) na Casti hranice télesa (modelu)

c) Virtualni premisténi spojitého systému je infinitesimalni imaginarni zména
konfigurace systému popsana funkcemi premisténi a je konzistentni se vSemi
geometrickymi okrajovymi podminkami

Funkce pruhybu v(x, t).

- omezujici podminky
v(0,t) =v'(0,t) =v(L,t) =0

Funkce virtualniho pruhybu év(x, t).
- omezujici podminky
6v(0,t) = 6v'(0,t) = Sv(L,t) =0




d) Pripustna funkce ktera vyhovuje geometrickym okrajovym podminkam systému
Funkce musi mit derivace nejméné do fadu vyskytujiciho se ve vyrazu
pro energii deformace systému

e) Tvarova (aproximacni) funkce je pfripustna funkce pro aproximaci deformaci
spojitého systému.

v(x,t) = Yo)v(t)

f) Princip virtualnich premisténi W' =6W, . + W, = 0v pfipade spojite
(kontinualni) poddajné soustavy je doplnén o Clen zahrnujici virtualni zménu
potencialni energie deformace &V, neboli jinak virtualni praci konservativnich sil

dw,

SWyp = W, +6W,,, kde — &V =6W,

Potom

SW' = §Wpe — 8V + 6Wip = 0

- Princip virtualnich pfemisténi

L

Voeop = 1JAE(u’)de
osov 2

0
L

»,v

Vosor = j(AEu’)5u’dx

0

X, U

L

v =l]EI(v")2dx
ohyb 2

0
L

SVonyp = f(EIv")Sv"dx
0



d) Pripustna funkce ktera vyhovuje geometrickym okrajovym podminkam systému
Funkce musi mit derivace nejméné do fadu vyskytujiciho se ve vyrazu
pro energii deformace systému

e) Tvarova (aproximacni) funkce je pfripustna funkce pro aproximaci deformaci
spojitého systému.

v(x,t) = Yo)v(t)

f) Princip virtualnich premisténi §W' =dw,, + dW,. = 0v pfipade spojite
(kontinualni) poddajné soustavy je doplnén o Clen zahrnujici virtualni zménu
potencialni energie deformace 6V, neboli jinak virtualni praci konservativnich sil

dw,

SWyp = W, +6W,,, kde — &V =6W,

Potom

SW' = §Wpe — 8V + 6Wip = 0

- Princip virtualnich pfemisténi

L

Voeop = 1JAE(u’)de
osov 2

0
L

»,v

Vosor = j(AEu’)5u’dx

0

X, U

L

v =l]EI(v")2dx
ohyb 2

0
L

SVonyp = f(EIv")Sv"dx
0



Elementarni priklad

Sestavte pohybovou rovnici pro pohyb nosniku v podélném sméru
u(x,t)

Predpoklady: y, ol

Linearn& pruzny nosnik konstantniho prafezu A pAUGT) P(7)
Materialové vlastnosti E a p konstanty . ‘ A

Okrajové podminky: u(0,t) = 0, y(0) = 0 L

Vybér tvarové (pfipustné funkce): u(x,t) =ypu(t) P(x) =%

x x du
U(x, t) — Zg(t) 611,(3(, t) = 262(1:) u’ =& = E

Princip virtualnich posunuti W' = Wy, — 6V + 6w, =0 0 Su =0
_ Su

-
Virtualni prace (nekonzervativnich vnéjSich sil) AE pAL
P(t) — T u— T | éu =20

Pohybova rovnice
mii + ku = p(t), ug, g

f (AEu)Su'dx = AE f ( )<5u>dx=<@>6u AL AE
(e (2o [ ers

0 0 3 L
Virtualni prace setrvacnych sil

L
oW, = P(t)ou(L,t) = P(t) Z@ = P(t)ou
Virtualni zména potencialni energie deformace dV

L L Vycisli se u(t) a dosadi do
3 pAu(Su pAL T
SWr = j(—pAu)Sudx = — J = iidu w(oe, £) = ~u(t)
) L_
0




Zobecneéni Hledaji se koeficienty rovnice | mv + cv + kv = B(t) :

, "(’C ’) P(I)T /Tp(x 0 kde v je funkce priihybu
1 X
2 _'_I__'_i* v(x, t) = Ppx) v(t)
§7 i SW' = SW,, — 8V + W, = 0
L
SWir = | (—pAD)Svdx — ms¥(xst)Sv(xst)
L oW = | [ paw?dx + map()? | vov

oW, = —c,v(x,, t)ov(x,,t) 0

oWy = —mvov
Wq = —cyp(x,)*06v

Zobecnény
SW, = —cidv m= prlpZ(x)dx + m,p? | Koeficient
T hmotnosti
_ _ . .2 | Zobecnény L |
g CTl/)T 00 , n\2
koeficient utlumu sV, = JEI v"5v" dx 6Vp = fEl(l/J )dx|v v
0 | 0
oW, = JP(X, t)6v(x, t)dx + Pidv(x;, t) oV = kiv;6v; = kiv(x;, t)ov(x;, t) 8V, = kjpiv v

0
§W, = p(t) 6v Vs + 0Vp = kv v

L L

. . Zobecnéeny
Zobecnena .
p(t) = jp(x, O Ydx + P (OYi | ynajsisila | £ = fEI[t,b”(x)]de + kap? | koeficient

: 0 tuhosti




VOLNE (VLASTNI) KMITANI SOUSTAVY S 1SV

4 Soustfedéna hmota muize konat jediny pfimocary
i, o nebo otadivy pohyb
%M: Pohyb je popisovan funkci (vychylky) posunuti u(t)

Pohybova rovnice mil + cu + ku = p(t)
s pocatecnimi podminkami u(0) = u, a u(0) = u,

Cilem je urcit odezvu na pusobeni budici sily p(t) pfi zadanych poc¢atec¢nich
podminkach v Caset =0
Je-li na pocatku soustava v klidu u(0) =0 a u(0) =0

Pohybovou rovnici upravime na tvar (:m)

2 k 1 w2
il + 2wt + wiu = <%) p(t) , kde Wy, = \/; nebo (E = 7)

2k
¢ =i’ kde ¢ =2mw, =— =2Vkm
Cer Wn
w, - netlumena vlastni uhlova frekvence [rad-s]
¢ - parametr viskozniho tlumeni (pomérny utlum) [-]

c.. - koeficient kritického tlumeni [N.s.m1]




Rovnice je linearni obycCejna diferencialni rovnice druného rfadu s konstantnimi

koeficienty
ReSeni této rovnice, neboli jinak celkova odezva u(t), sestava ze dvou ¢asti

u(t) = up(t) + u (D),
Cast u,(t) odpovida pusobeni sily p(t) - potom se mluvi o vynuceném kmitani
cast reSeni u.(t) odpovida volnému (vlastnimu) kmitani

Z matematického hlediska celkove reseni diferencialni rovnice sestava

a) z obecného feSeni u,(t)
b) z partikularniho feSeni u,(t)

Volné (vlastni) kmitani — p(t) = 0

Z rovnice X il + 2{w, 1t + wiu =0
Reseni rovnice / l
u = Cet (52 + 2¢w,5 — w?2) CeSt =0

Pro v8echny hodnoty t plati charakteristicka rovnice 5% + 2{w,5 + w2 = 0



Volné kmitani netlumené soustavy (=0 s 1SV §24+2084,5+ w2 =0
charakteristicka rovnice
.o 2 _ = o . = .
itwu=0 —— 524+w2=0 kofeny rovnice 3§, = tiw,
Reseni v komplexnich &islech  u = C;e!®nt + C,e~@nt
S vyuzitim Eulerovy rovnice et = cosf + isind
Reseni vyjadfeno pomoci trigonometrickych funkci u = A; cosw, t + A, sinw, t

Aq, A, - integracCni konstanty — se ziskaji z poCateCnich podminek

U,(O) = Uy = Al U(O) — uo = Az(l)n
u(t) u()
” ol
U = Uy cosw, t + | — | sinw, t - \ /\

0 " (Un " Uy /\ ‘ 4 : : : :
jednoducha harmonicka \/ ~2w/o, ‘\/T \
funkce kmitani - S
2 u(0) =uy u(0) = 1u, u(0) =uy, u(0)=0

I = - perioda netlumené soustavy [s] 1 2n
T, = —
_ Wn : e o x fn Wn

fn = Py - netlumena vlastni frekvence (kmitocCet) [Hz]



!
Ug \ .
— U = UgCosw, t + | — |sinw, t
u, wn
a U o
| \et-a nebo U(t) =U COS(a)nt — a) =U COSWy, (t — _>’
-~ : : iy “n
u w
N kde UZZU(ZH‘(—O) a tana =—2%
w,! u,/w, o a)n uo
Rotujici vektor
1(C) _ .
_ C = Ce'
t e _ _ _
‘ | C=R(C)+il(C) = Cr +
o | RO |
C Cr = Ccoso C; =Csinf
Zavery

< Vlastni uhlova frekvence w,, je zavisla pouze na tuhosti soustavy k a hmotnosti soustavy m

< VeliCiny w,, f, a T,, nejsou zavislé na amplitudé kmitani - kmitani netlumené soustavy
je pohyb izochronni, nebot se jedna o harmonické kmitani stejné frekvence

< Frekvence f, je na zménu parametri k a m malo citliva vzhledem k odmocniné ve vyrazu

< Je-li nutno soustavu frekvenéné preladit, Ize to realizovat zménou tuhosti a hmotnosti
soustavy

< Ménit hmotnost m soustavy je prakticky t€Zzko proveditelné, tedy preladéeni soustavy
se zpravidla realizuje zménou tuhosti k



Volné kmitani visk6zné tlumené soustavy s 1SV

Kmitani soustavy s visk6znim tlumenim (#0
il + 2wyt + wiu =0
Pohybové rovnici odpovida charakteristicka rovnice

S+ 2{w,S+wi=0 S12 = —{wnp + Wy /72 —1

Podle moznych kofenu dostavame feSeni vlastniho kmitani

Parametr, ktery vyznamné ovliviiuje zpusob pohybu tlumené jednostupriové
soustavy je pomeérny utlum ¢

V zavislosti na velikosti tohoto parametru rozliSujeme tri pripady:

1. Tlumeni je malé 0 < (<1 - podkriticky utlum

2. Pomérny utlum ¢ =1 - kriticky utlum

3. Pomérny atlum ¢ >1 - nadkriticky Utlum




1. Podkriticky utlum (<1

S12 = —(wy, * lwg

Wgqg = a)m/l—i(z

Pohyb

Dva kofeny

- tlumena vlastni uhlova
frekvence [rad-s]

- tlumena vlastni frekvence
(kmitocCet) [HZ]

- perioda tlumené
soustavy [s]

A/l z pocat. podminek

u(t) = e $@nt(A4;coswyt + A,sinwyt)

Ug + (wyu
u(t) = e~$@nt [uocoswdt + ( 0 + ¢ 0) sina)dt]

nebo

u(t) = Ue $®ntcos(wyt — a)

Wq

-4,00 , ,
0,00 1’60 2,40 3,20

1,00+

0,0

(=]

S12 = —Cwn iwnvfz -1

NT,

T,

\ TA /\ 7\?/ 44444444
MG

-1,00

0,

4,00+

00 0.50 1,60 2,40 320 400

lll l'l‘l

=005

=0,10
£=020
£=040
0,00 1(s)

V 5 rad/s v
i, =20 mm

Soustfedéna hmota visk6zné tlumené soustavy kona

: 2
U2 = 42 4+ (uo + (wn%)
= Up

Wq

Uy + (wnly

tana =
Wnlo

harmonicky pohyb

Amplituda klesa podle exponencialni funkce, v Case t = o,
je rovna nule, prakticky pfi 1/20

Casovy prabéh vychylky vétsinou dobfe souhlasi se skutednou

Frekvence kmitavého pohybu wg = wu+/1 — (% se neméni
V praktickych pfipadech rozdil ve frekvencich je tak maly,
Ze jej Casto zanedbavame



2. Kriticky utlum ¢ = 1 §12 = —(wn + wy /{2 —1

S =—{(w, Jeden kofen (o)

1,60+

U(t) = (Cl + Czt)e_zwnt N\

/ \\\ £=1,00 @, = 5rad/s
=15 i, =20 mm

u(t) = [ug + (o + Ewpug)tle ¢@nt

Nedochazi k oscilacim!

3. Nadkriticky atlum ¢ > 1 000 080 160 240 320

Dva zaporné koreny

u(t) = e=$@nt(C,coshdt + C,sinhdt) C, a C, se uréi opét z pocateénich
podminek
WD = wy(?—1

Nedochazi k oscilacim!
Tlumeni stavebnich konstrukci malé
pomérny utlum ¢ (0,003 =+ 0,2)




Urcovani tlumicich parametru

Metoda logaritmického dekrementu utlumu

a dalSi postupy

Metoda logaritmického dekrementu

utlumu
Na pocatku cyklu  u; = u(t;)

Na konci cyklu  Uj+q = u(t; + Ty)

U; Ue~$@nti

1,004+ T,
Tl }:"“-==_._ | 0 Ue u, /2
lqﬂ\/Y“ avas

0.00 VAN S S~

-1,00
0,00

1.60 2.40

Jejich pomeér =
Ujt1

Ue—C0ntitTa)

Logaritmicky dekrement 6 utlumu
je bezrozmérné Cislo, kterym se
vyjadfuje intenzita visk6zniho

tlumeni, nebot’ nezavisi na rychlosti
kmitani

Vztah mezi logaritmickym
dekrementem utlumu a parametrem
tlumeni ¢ (pomérnym utlumem).

Pri experimentalnim zjistovani utlumu
se bere v Case pomér vychylek od sebe

vzdalenych o k celych cyklu, potom
prijdeme k dalezitému vzorci

e_(wnti
e —Swn(ti+Tq)
U; 21 2T
0 =1In = (wy,T, T, = =
5=, T 21¢
=¢w = —
ntd ,—1 — (2
6 =2 . (2 | -
= > = — — —_
=< T ¢ 2T . Uit

1 Y G D
n(ui+k) - n<u(ti + de)) = enla =




Voiné (vlastni) kmitani soustavy s 1SV s utlumem vyvolanym smykovym tfenim

Na pohybujici se ¢ast modelu pusobi tfeci sila f,

iy
sméfujici proti pohybu L fi—
- m
fo = wN = pemg ﬁ - T
. N" 4D
Pohybova rovnice G
model silovy diagram
~fs — fp =mi
mu +ku =—-wmg, pro >0 mii + ku = +u,mg, pro u<0
Necht 1 Ui g «»  Vlastni kmitani soustavy
Up = |fD| E =~ 5 "
wn U i —— [ 4u,
poom /7 Tt N\ T = S
il + wiu = +wiug, pro 1 > 0 0 / !
i+ wiu = —w2uy, Pro <0 v \Zi__
Po zavedeni substituce @(t) = u(t) + u, 8 = o i il
i+ wii=0 Prabé&h pohybu pfi suchém tfeni

Mezi jednotlivymi krajnimi polohami vzdalenymi o pul periody je pohyb
harmonicky se skokové posunutym stredem

Charakteristickym rysem tohoto pohybu je linearné klesajici amplituda



ODEZVA SOUSTAVY S 1 SV NA HARMONICKE BUZENI
- zatizeni je mozné popsat pomoci harmonické funkce (sin, cos)

nevyvazky tocivych stroju,
obtékani konstrukce proudem tekutiny (kapalina, plyn),
synchronnim pohybem osob po mostni konstrukci a pod.

Odezva netlumené soustavy s 1 SV na harmonické buzeni
Funkce buzeni p(t) = pocosf2t

po - amplituda budici sily

() - uhlova frekvence budici sily (ziska se z otaek za minutu) Sk Omeost
p(t)=p,cos
Pohybova rovnice mii+ ku =pycos2t 2' W\
. O (0]
Redeni pohybové rovnice ‘
Reseni se sklada z vlastniho kmitani u, a z vynuceného kmitani u,
- vynucené kmitani (u harmonického buzeni ustalena odezva)
u, = Ucos{lt U, = —UN?cosNt podosazenido * zjistime, Ze
Po . _ 2
U=————— | zapodminky (k—m“) #0
k — mQ?
, Po . e
Necht U, = m je staticka vychylka
u | - frekvenéni pomér
Funkce frekvencni odezvy H(2) = — = r=— FeKve P
vy H({2) U, H(2) 1 — 12 Wy, r+1 p




faktor zesileni pfi ustalené odezve - dynamicky soucinitel

Ds = |H(D)|
Uo T
Pro r<1 Up= (1 — rz) cosflt - podrezonancni kmitani
odezva u, je ve fazi s buzenim p(t)
(1-7r%)>0

U . e
O _(—cosNt) -nadrezonanéni kmitani

Pro r>1 up = 7T
(r? —1)
odezva u, je v protifazi (180°) s buzenim p(¢)

(1-1r9)<0

U
u(t) = uy(t) +uc(t) = (1 —0r2> cos2t+ A, cosw, t + A, sinw, t

—~Up2 “ TR
u = 1,2 sinf2t — A w, Sinw, t + A,w, cosw, t . ,' \_‘
II \
—Up)? j / \ \
ii=——cost— A;w? cosw, t — Ayw2sinw, t T 2 2 A
1-— 7"2 Sl n 2=n e [ !‘/ N\ u,+u
L e
v vs g ] = N
Konstanty A; a A, mozné vydislit u, ‘\ e S
z pocateCnich podminek . —
0 05 1,0 15 20 25 30

Uy =u(t=0) a 1u,=u(t=0) ’ =,



Pfiklad k = 4000 N-m

m =10 kg Z

VycCislete odezvu na buzeni harmonickou

: ' k =p COS
silou Budici sila Pocateéni podminky % N KA
p(t) = 10 cos(10t) Ug =Uy =0 —
Reseni \'Po\ 0 .
Vypocet konstant A, a 4,

Uy . Uo Uy
u=-—-: cosft+ A, cosw, t + A, sinw, t — u(0) =0= T2 +A; A= —1_ 2
. —U . :

U= sin2t — Ajw,, sinw, t + A,w, Cos(a)n) t — u(0)=0=4w,
u (mm g 7 ) _
b - oz o Uy 2,5-1073
u = Yo cosflt + v coswy, t N T2 1- (052
1—r2 1—172 n t(s) ’
7 =3,333103m
Ciselng | ) = 3,333 mm
k\2 40002
Wy = (E) = <1—0> = 20rad-st u = 3,33[C05(10t) — COS(ZOt)]
_po_ 10 Vysledna odezva se sklada z pohybu od pusobeni sil a
Uop = % 2000 510°m=25mm pohybu pFi viastnim kmitani
D kv sinitel Vysledna odezva neni jednoduchym harmonickym pohybem
_ ﬁ 10 ynamicky SOUcinitel  jst41ena odezva je ve fazi s buzenim (r <1).
r = = 0,5 ustaleného kmitani

Wy - 20 Maximalni hodnota odezvy je vétsi nez faktor zesileni
1 1 (dynamicky soucinitel) ustaleného stavu kmitani

= , t
1-r2 1-(05)2 =1333 Uplny dynamicky faktor zesileni D; = max L0 2,666
0 3




Uo
Rezonanéni kmitani Yp = (1 _ 2

Budici frekvence f, = 2/2n =

) cosflt  neplati pro frekvenéni pomér r = 1

Vlastni frekvenci f,, = w,/2n

Amplituda kmitani pro oblast r blizké 1 prudce roste
pro r = 1 neni jeji teoreticka hodnota u soustav bez tlumeni konecna

Pri r = 1 nastava rezonancni kmitani!  Prakticky rezonanc¢ni oblast 0,7 <r < 1,3
Pohybova rovnice v pripadé rezonance 4 / \ *
f o
. . ! =\
u, = Ctsindt — mii+ ku =pgcosflt 3 ’,'/ 2
=\
/ =\
Q’ / \
C — 2 pO a 2 /,jl \\\ / u,+ u
maow L s N :
Od | - (U t) : t : = -f N \"'--.._
ezva za rezonance u, =—(Uyw,t) sinw u, g e
D 2 o%n n E \\__‘__ |
0

100 u(t) [mm]

\/\/\/\ﬂ
AV

(=}

0,00 018

0 0,5 : 1,0 E 1,5 2,0 255 350
=/,

Podrezonancni Nadrezonanc¢ni
oblast oblast
Rezonanc¢ni oblast

Amplituda kmitani roste linearné jako funkce €asu
MUze nastat samobuzeni konstrukce



Odezva visk6zné tlumené soustavy s 1 SV na harmonické buzeni

Soustava s 1 SV je tlumena 4 u
odpovida vice realnému chovani konstrukci.

. , o . _ . Ak ) (1) =p,cos
Pohybova rovnice v pripadé harmonického buzeni AN PO peestad))
mii + cui + ku = pycos 2 t T b

Uup = Ucos({2t — a) © Grafické vyjadreni v komplexni roviné

itp = —-NU Sln(ﬂt — a) rychlost 1
i, = —0*U cos( 2t — a) R 7,
B U premisteni
U - amplituda ustaleného kmitani o @r-a) R
a - féZOV Y osun zrychleni
yp h Qv jednotlivé slozky jsou rotujici
Ustalena odezva jiz neni ve fazi nebo protifazi vektory v teto rovine
s buzenim coz je zapricineno tlumenim Silovy diagram
Projekce do osy R ! .
—mN?U cos(Nt — a) — cNU sin( Nt — a) + kU cos(Nt — a) = QU
Po
= Po cos({2t) fazovy posuv AN o
2 = (kU — mO2U)? + (cQU)? L ik sl U N
= —m C anqg = ————
Po ( ) ( ) k — m0N?2




Faktor zesileni — dynamicky soucinitel pri ustalené odezve

U 1 Kost FAZove : 2T
_ Y _ Velikost fazového posunuti tana =
Ds = U, JA =12 ¥ (21)2 1—r?
0 (1 =7%)% + (1) Dynamicky soucinitel za rezonance
1
i (Ds)r=1 = 2_(
Uplna odezva u = u, + u,
U
u(t) = = cos( 2t — a) + e~ $@nt[A; cos(wyt) + A, sin(wyt)]
VA =722 + (24r?)?
Ustalena odezva Viastni kmitani

v
A
v

<
<

Konstanty A; a A, se urcCi u(t)
Z pocatecCnich podminek 5.0

Pohyb odpovidajici vlastnimu kmitani 00 /\ /\ /\ f
v Case zanikne v \/ \/
O,I.‘SO 11}00 1,%0 2(=)

Po zaniku vlastniho kmitani soustava kmita .
, , e s -3,
ustalenym kmitanim 0.00

,00

u(t) = 3,22 cos(10t — 0,26) — e *t[3,1 cos(19,6t) + 1,1sin(19,6t)]



D,

6,00

4,00 |-

2,00

0\7&00

-
0,00 Lo : :
0,00 1,00 2,00 3,00 4,00

Amplitudo frekvencni zavislost
(charakteristika)

[24

180

—
—

90

H
00
0 1,0 2,0 3,0 4,0

Fazovy posun v zavislosti na urovni tlumeni

Poznamky pro pripad ustalené odezvy

Pohyb podle rovnice u, = U cos(2t — )
je pohyb harmonicky
se stejnou frekvenci jako frekvence buzeni

Amplituda ustalené odezvy je funkci jak
amplitudy a budici frekvence,
tak i vlastni frekvence a tlumeni

Odezva u, = U cos({2t — a) a buzeni

p(t) = py cos(2t) jsou fazove posunuty
(dochazi ke zpozdéni a /1)

Dynamicky soucinitel za rezonance

1
(Ds)r=1 = 2_(

je limitovan pouze urovni tlumeni

U stavebnich konstrukci je tlumeni
malé musime vyloucit vznik
rezonancéniho kmitani nebo snizit
kmitani za rezonance (tlumice kmit)



Frekvencéni odezva v komplexnich Cislech

Vychozi pohybovou rovnici |ze rozlozit jako projekce do osy R a osy 1.
Predpoklada se, ze pohyb odpovida ustalenému kmitani.

Rovnice pro pohyb ve sméru osy R miip + ctig + kug = p, cos(£2t)
Rovnice pro pohyb ve sméru osy I  mii; + cu; + ku; = pg sin(2t)
Ustalena odezva ur =Ucos(f2t —a) + y, =Usin(t—a) X i=+-1

P B
<« »

= = = o An l.Qt 5 4 K b 41
mu + ci + ki = p = pge Pohybova rovnice zapsana v komplexnich Cislech

Odezva 1 =up + y; Jednotlivé slozky jsou
_ — o rotujici vektory
Ustalené kmitani hledw o= Ue )
_ X
U= Pg - tana = — = “r \ 7
(k —mn?) +ich Uy 1-—12 a\ L
Funkce frekvencni odezvy v komplexnich Cislech \ S
[—_I(_Q) _ l_] _ 1 ! 4—”’;—/
T U, (1-12)+i(2r) e
Faktor zgs[lem’ Qﬁ ustalene odezve e mld i = [ei?t
(dynamicky soucinitel D) o\ N , )
— T @en k| u=iNUeMt = inu
|H ()] Ul . i = (i0)20ei0t 2
= = u=(iN)*Ue™" =—-0Nu
Uo /(1 —712)2+ (2(r)2 Silovy diagram N




a) Silovy prenos. Sila je pfenaSena pres pruzinu a tlumici Clen
do pevneho uchyceni (zakladu) - jako pfiklad Ize uvést prenasenou silu do podzakladi
pfi kmitani zakladu se strojem (stroj generuje harmonické buzeni od nevyvazku rotoru)

b) Buzeni pohybem zakladu (podepreni). Pohyb hmotného télesa ve spojeni
pomoci pruziny a tlumiCe s pohybujicim se zakladem (podepfenim) - napfiklad se
jedna o ustalené kmitani konstrukce (hmotného télesa) pripojené pomoci pruziny a tlumice
k vibraCnimu stolu, ktery kona harmonicky pohyb

Silovy pfenos |
for = fi + f1 = kit + cit poddqsazenl' ustalené odezvy u -'\];W\r ] peosc
] - a derivace u /_E'To _
fer = (k + icQ)Uet?t '
_ (k + icQ)U, o _ 1+ i(2¢r) |
= nebo f,, = kUgett
ftT [(1 _ 7,.2) L l(Z(T') e ftT (1 — 7,.2) + l(2(7") Oe
A U/IZ
_ kUg\/1 + (20r)2 , . .
fer| = (le*| =1, |B/Al = |BI/|Al)
or V(A =12)2 + (20r)2 [ /
.. A 1 .
Koeficient pfenosu | Arp = T Ds[1 + (2¢r)*]2 Y //\3(
0 /_/_'__; = 0,5
kde po = kU, - pomeér amplitudy dynamicke sily f,, k sile p, - e ——

0,00 1,00 2,00 3,00



Po analyze téchto prabéhu Ize ucinit tyto zaveéry:

1. P¥i buzeni pohybem s frekvenci (2, ktera je vyrazné mensi nez vlastni frekvence w,,
soustavy, tj. pfi r << 1, je relativni pohyb télesa vuci zakladu maly. Téleso se pohybuje

se zakladem

2. Zarezonance, tj. kdyz 2 = w,, pfi malém pohybu zakladu vznikaji velké amplitudy
relativniho pohybu télesa. Pouze tlumici sily limituji amplitudu pohybu

3. Pfi buzeni pohybem s frekvenci (2, ktera je vyrazné vétsi nez vlastni frekvence w,,
soustavy, tj. pfi r >> 1, setrvacné sily pohybujiciho se télesa jsou tak velikeé, ze relativni
pohyb sestava z pohybu zakladu vzhledem ke sledovanému télesu. Téleso se prakticky

nepohybuje.

4. Z uvedené teorie vychazi navrh pfistroju pro méreni vibraci.

snimac

o e
i prrevodnik

zesilovac

®

displej

mérena konstrukce

Merici soustava

]
I "
: (I) a vysiup
s

C 1 2(1)
meérend konstrikce v

st S AT

Snimac

Pristroje Ize rozdélit do dvou skupin podle
naladéni vuci kmitajici konstrukci

V pfipadé, ze vystup je proporcionalni pohybu podkladu
(konstrukce) (musi mit velkou frekvenci) w, << 2 |
jedna se o vibrometry r > 3 (dnes laser, radar)

Naopak, je-li vystup proporcionalni zrychleni podkladu
(konstrukce) (vétSi vyuziti) r<<1 = Dg=1,
jedna se o akcelerometry

= f - z=axis proof mass
Lateral proof mass — z-axis spring F Lateral springs



http://www.omegaeng.cz/ppt/pptsc.asp?ref=ACC103&nav=

ODEZVA SOUSTAV S 1 SV NA SPECIALNI PRIPADY BUZENI

Odezva visk6zné tlumené soustavy s 1SV vyvolana nahlym u€inkem

zatizeni stalé velikosti

mi + cu + ku = p, t=0

Soustava je v ¢ase pred pfilozenim zatizeni v klidu u(0) = 1(0) = 0

_Po

Partikularni reSeni .

Up

p(1)

Obecné feSenipro{ <1 wu, = e $®nt[A; cos(wyt) + A, sin(wyt)]

Celkove feseni u = u, + u,

Po dosazeni poCateCnich podminek

Pohybova rovnice - tlumena soustava

Pomér odezvy (dynamicky soucinitel zatizeni)

ku(t ku(t
R = O u®
max|p()|  Pmax
Pro Pmax = Po
R(t) =
— 1 _ ,—Cwnt Jwnt)
=1-—e lcoswd t+ ( g )smwd tl

2,00

1,0

=

0,00

0,00

Netlumena soustava

u(t) = % (1 — cosw,, t)

t =

Ty
2




Odezva netlumené soustavy s 1SV na ucinek obdélnikového impulsu
Z pfedchoziho pfipadu vyplyva, Zze maximalni rozkmit nastane

béhem poloviny cyklu

maxima je dosazeno

2,00— .=3L

u(r)

béhem pusobeni zatizeni

. T

a) Je-li tg > —
2

: Ty

b) Je-li t; < B

maxima je dosazeno
béhem dokmitavani.

v

1,00—

0,00

Prabéh odezvy je nutno fesit jako odezvu
pro ¢asovou oblast, kdy pusobi zatizeni, a kdy jiz zatiZzeni nepusobi. -
a) Odezva na zatizeni nahlym ucinkem stalého zatizeni v Casové oblasti 0 <t < t,4

u(t) = % (1 — cosw,, t)

-1,00—

-2,00

0,00

0,50 1,00 1,50 2,00

b) Odezva v Case t > t; - zatiZzeni nepusobi dochazi k dokmitavani
Vlastni (volné kmitani) pfi ,pocCatecnich” podminkach u(t,) a u(t,)

u(t) = u(ty) cosw,(t —ty) + [u

n

td)] sinw,, (t — ty)

R, (t) = Ry (tg) coswy, (t —ty) + [

1

R, (tg)
wn

(Rz)max = {[Rl(td)]z + [

2,00

sinw, (t —tg)

0

,00 | |
0,00 0,50 1,00

R,..

4, /T,

1,50

P

(Rz)max = 2 Sin(

p()

n

Wn

Tt

i
Ty

T>=2

T,
Ri(t) =1—cosw,t pfi t= ?n =) (R)max = Ry ( >

) 2v1/:
Ry (tg) }



Odezva netlumené soustavy s 1SV na zatizeni od po€atku linearné rostouci

do hodnoty p, a dale stale pusobici

p(r)

t P,
— <t< Y =
mu + ku = (tr> Po, 0<t<t, u(o) u(O) 0 | I
pO; tr S t. 1,
Pro 0 <t < t, partikularni reSeni 4+
_(t\(Po
Up = <E> (?) ol
Po 1,00 &/,
Pohybova rovnice u = (t ) ( k) + A; cos(wpt) + A, sin(wyt) 00 o 20 e i
r

Po zavedeni poCateCnich podminek
pro casovou oblast 0 <t < t,

- Of)- e

Pro Casovou oblast t,. > t

(23{0) {1 a (witr) [sinw, (t — t,) — sinw, t ]}

Maximum odezvy 4+ R, .

= 2, kdyz t, se blizi nule

R(%)

2,00

1,00 |-

Je-lit, >> T, potom dynamicka
odezva prechazi ve statickou odezvu

t\
Upseudostat = (Z) (?O) +



Odezva netlumené soustavy s 1SV na kratkodoby impuls

Na soustavu pusobi sila velké intenzity velmi kratkou dobu —k Q)
. t, <<T f . P “). 1, <<T,
4y = (P 0St<tg u(0) =u(0)=0 "WU . ,
mu u - 0; td S t. ’ 1
tg

Po integraci + pocCatecni podminky mu(ty) + kuy,ty =1 Impuls sily I = J p(t)dt
u,, je (mala) primérna hodnota pfemisténi v casovém intervalu 0 <t <t; ©

Pfit,— 0, 1. t, << T, , druhy ¢len v levé ¢asti rovnice Ize zanedbat mu(0") =1

I
Podate¢ni podminky v ¢ase 0t u(0*) = 0a u(0F) = —

u=u(0%) cosw, t + (ug)+)> sinw, t |:> u(t) = <mio

n

) sin(wy,t)

n

Odezva na jednotkovy impuls I = 1 netlumena soustava
1
h(t) = ( )sin(wnt)
maw,

Odezva tlumené soustavy Odezva na jednotkovy impuls I = 1

u(t) = (mi) )e_zw"t sin(wgt) | [ )  h(t) = <m1) >e—<wnt sin(w,t)




Priklad: Dokazte, Ze rovnice pro feSeni netlumené soustavy s 1SV na ucinek
obdélnikového impulsu se bude shodovat s odezvou na kratkodoby
impuls v pfipadé t;, << T,

p(1)

I

. Po
Reseni: Ke konci pusobeni zatizeni  u(ta) = (k) [1 — cos(wntq)] ,
\ t,
: . : WnPo
Derivace podle éasu u(ty) = T sin(wy,tq)

Protoze plati w,T,, = 2m, potom pro t, << T, plati w,t; << 2w

Funkci cos rozlozime do rady a 11— cos(w )] = 1( L)
pouzijeme prvni dva Cleny fady coslnta)l = 5 (Wnlg

, ;. a a a
Pro malé hodnoty argumentu w, t, plati, sinw, t; = w,t, 0sa=1——r+_r——rt..
Impuls I pro konstantni silu je roven p,t, a’> a® a’
sina = a — +5'—7'+

u(ty) = ;(I;(o)( nta)? = (1

W L I
u(ty) = ( nPO) nta) =

) sinfwy, (t — td)]}

u(t) = lim {(;%) cos[w,(t —ty)] + (mi)

tqg—0 n

I
Nakonec pro ¢, >0 | u(t) = ( )sin(a)nt)
maw

n




Odezva soustav s 1SV na obecné dynamické buzeni

na obecné buzeni vychazi z funkce odezvy na impulsni zatizeni L —

a vyuziva princip superpozice.

dl
du(t) = <m

n

Uplna odezva v Gase t je souétem odezev na vdechny

elementarni impulsy

/j_>
Podstata metody reSeni dynamické odezvy soustavy s 1SV % Yo B LR
p(1)
) sin[w, (t — 17)] dl = p(t)dt Yo

- 6

Zatizeni
’/—\
mzp&ﬁr

ﬁdr

Pro netlumenou soustavu na poc¢atku v klidu u(0) = u(0) =0 4O Odezva

u(t) = (mio) j p(7) sinfwy(t — 7)] dt

0

nebo

t

u(t) = ]p(r)h(t —17)dTt

0

1

kde h(t—1) = (m ) sin[w,,(t — 7)]

n

Duhamellyv integral
popripadé konvolucni integral

VypocCet odezvy u(t) se provadi specialnimi numerickymi postupy



Pro netlumené soustavy s nenulovymi pocCatecnimi podminkami

t .
u(t) = (mio ) j p(7) sin[w, (t — 7)] dt + uy cos(w,t) + (%) sin(w,t)

n
0

Pro tlumené soustavy s nenulovymi pocCateCnimi podminkami

t

1
u(t) = (mw )jp(r)e‘q“)n(t_ﬂ sin[wy (t — )] dt + uge $°nt cos(wyt) +
d
0

1
+ (w_> (g + (w,ug)e $@nt sin(wyt) .
d

Spektrum odezvy je graf maxim ,,odezvy* (posunuti, zrychleni, napéti atd.)
jednostupriové soustavy na zadanou funkci buzeni v zavislosti na nékterém
parametru - nejCastéji na vlastni frekvenci (periodé)

Spektra odezvy se sestavuji pro rizné urovné tlumeni soustavy

Spektrum odezvy
relativniho posunuti

relat. posunuti

5



Numerické reseni dynamické odezvy soustavy s jednim stupnéem volnosti 7

Numerickeé feseni zalozené na aproximaci derivaci
— pfima integrace pohybové rovnice

Existuje spousta postupu jak derivace aproximovat a tim ziskat integra¢ni schéma

Postupy (metody) vychazeji z pfedpokladu, ze Cas se diskretizuje - oblast
feSeni se rozdéli na konecny pocet Casovych useku

Reseni ziskdme pomoci integraénich schémat pouze ve vybranych diskrétnich
casovych okamzicich - krokova integrace pohybové rovnice — step by step

Metoda primérného zrychleni - Newmarkova metoda ( f = 1/4)

Pohybova rovnice  mii + cu + ku = p(t) (o) Ti'l

PocateCni podminky u, a 1, i, __________/
[

Derivace podle Casu se nahradi pribliznym i, 7;;—;(

vyjadrenim ,

Predpoklada se, ze v Casovem kroku je zrychleni L, T t
primérem hodnot v Case t; a v Case t;,q

u= %(ui + iji'—l )

Zrychleni v intervalu t; +~ t;4,,vCaset “

. 1
i(r) = E(ui + tij41) f,|__J .




Po integraci
At; ?

Rychlost ;41 = u; + (f) (ii; + ii;44) avychylka u;+1 = u; + WAL + <T> (i + tiy1)

Zmena za casovy usek At; = t;q — t;, Ap,, Au,, Au; a Aiy;

At? i

l

4 : 2 :
Api = Pi+1 — Pi, Aul = <—) (Aui + 'L.Ll'Atl') — Zul a Aui = (E) Aul- — Zui +
Pohybova rovnice
mAii; + cAl; + kAu; = Ap;

Po dosazeni do pohybové rovnice <+

2C 4dm

4m ; .
k*Au; = Ap] kde k; =k+ (A_tl> + (A_t2> a Ap; =Ap; + [(A_tl> + ZCI u; + 2mu;

l
Z rovnice se vycCisli Au;

Zpétné po dosazeni do rovnic 4+ se vycisli Ai; a Aii;
Nakonec u;,; = u; + Au;, w41 = w; + Aw; a ii;4q = i; + Aii; a jde se na dalSi krok
Ziskané reseni je priblizné a presnost je zavisla na vyberu velikosti integracniho kroku

Doporuduje se volit P T T je nejmensi perioda buzeni anebo vilastni
Sasovy krok z podminky =10 perioda T, soustavy



Odezva soustavy s jednim stupném volnosti na periodické buzeni
Frekvencni analyza

1. Odezva na periodické buzeni. Fouriertiv rozvoj v realnych cislech

Zatizeni, které se méni s periodou Ty Periodické buzeni

(0 S periodou T

p(t+T1) =p(t)
Zatizeni lze rozlozit na soucet harmonickych zatizeni! /\

Rozklad funkce do Fourierovy rady
p(t) =ay + 2 a, cos(nf t) + z b,, sin(nf;t) V \/
7
2 : .. e .
kde 2, = T_n , a, a b, Jsou koeficienty n-té harmonické slozky

1
T+T; T+T; T+T,

1 2 2
ay = T_1 p(t)dt a, = T1 p(t) cos(n2,t)dt b, = T_1 p(t) sin(nN,t) dt

T T T

kde 7 je libovolny Cas

Uspokojivé presnosti v aproximaci funkce zatizeni Ize dosahnout pfri relativné
malém poctu €lenti rady



Priklad: Vyjadrete vyrazy pro koeficienty Fourierovy fady popisujici funkci
Vykreslete grafy pro 1, 2 a 3 ¢leny Fourierovy rady
T,/2
—T,/2 .S'dt <Ti/2 4 = — f p(t)dt,
perioda T, L i
Ty/2 , T1/2
an = 7 J p(t) cos(n,t)dt, b, = — ] p(t) sin(n2;t) dt
1 ~T1/2 T 1 -Ty/2
—po Pro ——1<t<0,
_ 2
\ po Pro 0 <t< >

Po upravé a vycCisleni vySe uvedenych vztahlt a;,=a,=0

apy 4 1

0 : Po [ — T,/2
b, = T_1 sin(nn,t) dt b, = T, <nﬂl> cos(nfl t) 10/
2 0 00 ‘Qltl = 27T
b, = mITOO [cos(nm) — 1] ) p(t) = z b,, sin(nf4t)
=1
nebo o / .

4 4p 1\ .
ba=P n=1,35. | |p@®==2 ) (—) sin(n;£)

nn - r n=1,3,.. "

()

U

Py

p(1)

£




Priklad: UrcCete ustalenou odezvu soustavy na periodické ] 10
obdélnikové zatizeni s w, = 64, p(0)
Reseni: Pro ustalenou odezvu pii harmonickém buzeni Po cos({2t) ﬁ bl
k 0 "
U= <1p0_/r2> cos(2t)  frek. pomér r = o = 0N\m/k o, oo -
= (4 . :
=0 pro n liché .
p(t) = ) Pysin(n;t) p,={ nm o
n=l L 0 pronsudé
Typicky Clen ustalené odezvy (pro n-ty Clen)
U = Pn _ Tl.Ql "
" k(-1 T o ol &
(© ¢ w,;|=6£2,
Ustalena odezva | u = Z U,, sin(nft) | %|Q ] o
n=1 n4;'ru,‘ ‘ o o : ‘
4p0 4 . ) '17 u(t) |
U. = P — pro n liché |
e Un = Hen 1 — (ntty /o)) = |
0 702, 90, 2
Pro liché éleny 0 pron sudé 2 2, s l | I
: (
o 4po z sin(nf4t) . U, —1 4(n/6)2] pro n liché
— _ Jnm|l —
km n=1,3,...n[1 (ngl/wn) ] po/k {
] 0 pro n sude




2. Odezva na periodické buzeni. Fouriertiv rozvoj v komplexnich cislech
Komplexnim Fouriertiv rozvoje zatizeni
(0 0)

p(t) = z P ei(n0:1t) 4 Pruh nad P, ukazuje, jsou koeficienty mohou byt komplexni

n=—o0o
T+T1
Plati vztah [ ,i(ne,0) ,-itmei0) gy — 0 pro n#m Po vynasobenirovnice +
I, pro n=m e~ i(n21)
Potom T
1 T+T1
P,=— | p@)e imndqgr,n = 0,41, P, = P; komplexné sdruzenék P, @
Tl T+T1
T -
Ustalena odezva v komplexnich cislech a Py = T J p(t)dt
1/k

i(t) = Ue'?t = H(Q)pyet, kde A) =

[1 T (Q/wn)z] + i(ZCQ/wn)
Periodickeé buzeni popsané komplexni Fourierovou fadou

i(nQ,t) Casova Frekvenéni
p(t) = z Frpe™ oblast ~ oblast
Ustalena odezva u(t) = z U,e'm2t), @ p(t) - B,
n=—oo
(o By = Fohy = (gl natan © | .| |
1/k u(t) * * U,
a Hn(ﬂ) — /

- [1 - (nﬂl/wn)z] + i(ZCn -Ql/wn)



Matematické modely spojitych soustav O

Soustavy s nekoneénym poctem stupni volnosti - kontinuum
Popis s pouzitim rovnic pruznosti — v kazdéem bode 3 slozky posunuti
U prostorové poddajného télesa v prostoru 3 x oo stupfiti volnosti

Sestaveni pohybovych rovnic (spojita soustava) — vyuziti 2. Newtonova zakona

Podélné namahany prut osovymi silami p(x, t)

Vychozi predpoklady:

a) prurezy zustavaji po deformaci rovinné ! —
b) material je linearné pruzny, .
c) materialové vlastnosti (E, p) jsou konstantni v prifezu, ale mohou se ménit pfi

Zméné souradnice x px.0AY
du d VAV P(x.,t P(x+Ax.t
Newtonlv zakon A(x) A(x+Ax)
62
- Z F = (Am)ax :> pr + P(X + Ax t) P(x t) = pAAx a 2 /Ax Sllovy diagram
y P(x + Ax,t) — P(x,t) Aaz
A)lcr—r>10 Ax tpP=p 0t2

oP 02y = G 0°u

ou
AE
ProAx - 0 S tP= ’OAOZ 6( ax>+p pAaz




Typy okrajovych podminek v misté x = x

e

Silova okrajova podminka — volny nezatiZzeny konec | P(x,,t) =0
ou
a x=0

Kinematicka okrajova podminka — neposuvny konec | u(x,,t) = 0

Kinematicka okrajova podminka — volny nezatizeny konec

DalSi moznosti

Priklad: UrCete okrajové podminky v misté x = 0 pro pfipad
a) Na volném konci je soustfedéna hmotnost m

a) () )
Pohybova rovnice pro pripojenou soustredénou hmotnost
2u du YAy
PO,8) =m—m |v=0  Dale plati P =AE—— &
ou ou 0%u
P(0,t) = AEa |x=0 Nakonec AEa |x=0 =mo3 |x=0
b) Konec prutu je pruzné opfen - linearni pruzina s tuhosti k x_
[k
Sila v pruziné P(0,t) = ku(0,t) Y g ;
4 du ?\/\/,ﬂ’l
Potom viz 1% plati AE— | ,_o = ku(0,t) ‘
v ax ] u(O,tl




Pricné kmitani linearné pruznych pruti (Bernoulliho — Eulerova teorie)
Bernoulliho—Eulerovy predpoklady:

a) osa nosniku je neutralni osou — neni roztahovana ani stlatovana px.0) vt)
b) pficné prufezy jsou rovinné a kolmé k neutralni ose W
jak pred deformaci, tak i po deformaci — tj. vliv smykové (
deformace je zanedban — { *
c) material je linearné pruzny a prut je homogenni v libovolném X Ax
prurezu
d) Napéti g, a g, jsou zanedbatelné ve srovnani s napétim o,

e) rovina xy je hlavni rovinou

Z kinematiky je znamo, ze deformace ¢, je zavisla na kfivosti 1/p vztahem ¢, = 7),

El v : : Y .oy
M(x,t) =— E modul pruznosti, I je moment setrvacnosti prurezu

Pohyboveé rovnice pro €ast nosniku delky Ax s pouzitim Newtonova zakona

ul Z Fy — (Am)ay x a ®Z Mg = (Alg)a [ p(x,l)h: S(x+Ax,b)
o e "o l/'\
Ve druhé rovnici G oznacuje tezisté a « je uhlové | \/ UM RE
zrychleni St (x+AY,1)
Po zanedbani rotacnich setrvacnych sil 2 Mg =0 M (x,t) je ohybovy moment,
Po rozepsani rovnice < S(x, t) je pFicna sila,
0%v V(x,t) je pficny posuv, &g

S(x,t) = Sx +Ax, ) + plx, )Ax = pAAx -5 p(x, t) je spojité zatizeni na j. d.



KR,

S(x,t) —S(x + Ax,t) + p(x, t)Ax = pAAxW rovnice se déli ¢clenem Ax
.. as 2
pfi Ax — 0 —a—+p(x t) —pAa >
: o , , oM
Diferencialni podminka rovnovahy ¢ = —
X

e ix , ., 0OV ik
V pfipade malych pootocCeni 5, |ze kfivost aproximovat vztahem a—z
X
Ohybovy moment v zavislosti na kfivosti

2

%
M(x,t) = El —
(x,t) 722

. : _ .. K 0%v 0%v

Pohybova rovnice pricneho kmitani py; Elﬁ + pA— = = p(x,t)
Typy okrajovych podminek

ov c) Nezatizeny volny konec
a) Vetknuti (e t) =0 - | y=x, = 0

X
0% | =0 M(x,,t) =0

b) Prosté podepieni na konci 0x2 '¥T¥e e =

0%v d 0%y
V(e t) =0 | ex, = 0 || MO, t) = 0| | o= ( ET 55 | =z, = 0| | SCGxe,.t) = 0




Priklad: Sestavte pohybovou rovnici prutu zatizeného
spojitym zatizenim a silou N rovnobé&znou s osou x

Osoveé stlaCeni prutu je zanedbano
Pohybové rovnice pro ¢ast nosniku

+1 z F, = (Am)a,,

Dve podminky rovnovahy
1. rovnice
2

aS+ (x,t) = pA—
p(x, Pa

0x

2. rovnice

@z Mg = (Alg)a

M(x + Ax,t) — M(x,t) + N[v(x + Ax, t) — v(x,t)]

Délenim Ax, a pro Ax — 0 Vv limite

oM N Nav o
0x 0x B
2p
Spojenimrovnic1,2 a M(x,t) = El—
dx?2
o NI Tl pix) )
0x?2 x> p - P

_}", v (“C ] r)

p(x.0) N

S(x,1)

- / T
J M (x+Ax,1)

S(x+Ax,t)

BI

—S(x+ Ax,t)Ax =0

2

0x?2

(a
El

0x?2

52

% 1%
+N——=+pA-—= =

d0x2

2

a 2 = p(x, t)




Hamiltonuv princip

HamiltonUv princip pracuje s kinetickou a potencialni energii (skalary)
Okrajové podminky jsou zavadény v procesu sestavovani rovnic

Zakladni predpoklad - konfigurace soustavy jsou specifikovany v Case ¢, a t,

ty ty
J 6(T —V)dt + J SW,.dt =0 HamiltonGv princip

tq tq

T je uplna kineticka energie soustavy

V je potencialni energie soustavy
(energie deformace a potencialni energie konzervativnich
vneéjsich sil)

oW, je virtualni prace nekonzervativnich sil zahrnujici

tlumeni a vnéjsich sil nezahrnutych do V Sir William Rowan Hamilton
(4. srpna, 1805 - 2. zafi, 1865)
byl Irsky matematik, fyzik,

a astronom

6( ) je symbol prvni variace, virtualni zmena
t, t, je cas, ve kterém je konfigurace znama
HP Ize pouzit také pro klasicka pole (napf. elektromagnetické nebo gravitacni pole)

a byl takeé rozsiren pro pouziti v dalsich oblastech, napr. kvantové mechanice
nebo kvantove teorii pole



Aplikace Hamiltonova principu — ohybany prut se smykovou deformaci
a rotacni setrvacnosti (Timosenkova teorie)

v(x,1) N Element prutu se smykovou deformaci
Pl.) smykovy tihel a deformaci od ohybu
v | piorocen Pro thel B plat o
y oolocen: ro uhe ati - 0 — —
( @ prurezu ﬁ p ﬁ a ax
S(x,0) X . , ,
- Z teorie ohybaného prutu M = Ela’
Energie deformace od ohybu Energie deformace od smyku
L
1 0 A
V. = _jEI a)2dx _ 1+ 2 smykovy koeficient k
b7 2 ) (@) Vs = 2 j KGAB“dx obdél. prifez k = 5/6
0
Kineticka energie prutu Virtualni prace - spojité pricné zatizeni p(x, t)
L L L
1 N2 1 "
T = EJ’DA(U) dx +§fp1(a) dx W, = jp(x, t)ov(x, t)dx
0 0 0

Po dosazeni do vztahu popisujici Hamiltonav princip
t, L L

ts
1
> J J6[pA1'72 + pla? — El(a')? — kGA(a — v")?]dxdt + j jp5vdxdt = 0.
0

t; 0 )



Po integraci per partes (Ize vyloucit ()’ a () z vyrazu §()) a pro konfiguraci
v Case t, a t, polozime év(x,t,) = év(x,t,) = da(x,t,) = da(x,t,) =0
ty, L ty L
f f{—pAi?’ — [kGA(a — v")]" + p} Svdxdt + j j[—plc’i + (Ela') — kGA(a — v")] Sadxdt +

tl 0 * tl 0
ty ty w

+j[KGA(CZ—U’)] sv|Ldt — j[EIa’] Sa|kdt =0
tq 4 t1 <&

potom * [KGA(a —v')]" + pAV = p(x,t) a * kGA(a—v') —(Ela’)' +pld =0

Zobecnené okrajove podminky év a da jsou libovolné

(kGAB)6v =0,x =0 (Ela")6a=0,x=0
O
(kGAB)6v =0,x =L (Ela")6a=0,x=1L
Okrajové podminky musi vyhovovat jednak geometrickym podminkam (v nebo a
jsou hodnoty zadané) a také pfirozenym okrajovym podminkam (8 = 0 nebo a’ = 0)

; oy 1
Prut konstantniho prurezu () a =v" + (ﬂ) (p — pAD)
K
Po derivovani rovnice = a po dosazeni rovnice x
E164v Aazv . v N EI 02 Aazv pl 0?2 Aazv _ 0o
axt  \P T Paz ) TP ax29¢2 T xgaoxz\P T P 9tz ) T kcaaez\P T PP 9c2) T
= = . . = B 64

Bernoulli- Eulerova teorie  Vliv hm. rotace prufezu ~ Smykova deformace  Vazba mezi hm. rotaci prafezu a smykem



Volné (vlastni) kmitani spojitych soustav 10

e Znalost freSeni vlastniho kmitani spojitych soustav je dulezita z hlediska srovnani
s feSenim pomoci kone¢ného poctu stuprit volnosti

¢ Pri zavedenych predpokladech Ize povazovat feseni na spojitych soustavach
(konstrukcich) za presné reseni.

Volné (vlastni) podélné kmitani primého prutu

Pohybova rovni deing namahany prat (4824 ) = pa L
onybova rovnice pro poaeine namanany pru Ox Ix pP|=0p Ot2

Volné kmitani podélne zatizeni p = 0

u
(AEu")' = pAii |, kde u' = e Rovnice popisuje volne podélné kmitani prutu

Predpoklad - kmitani je harmonické u(x,t) = U(x) cos(w t — a)
(AEU")' + pA?U =0 ©
Reseni diferencialni rovnice - obydejna diferencialni rovnice vyhovuje okrajovym
podminkam

Existuje reSeni pro jisté hodnoty w, a odpovidajici funkci U,.(x).
Hodnoty w.. a odpovidajici funkce U, .(x) jsou vlastnimi hodnotami rovnice. ©



Predpoklad: Prafezové a materialové charakteristiky prutu jsou konstantami
plocha prufezu A = konst, modul pruznosti E = konst. a hustota p = konst.

d?U (pw? d?U pw?
—_— —_— = —_— 2 = , kde 2 T
dx2+<E>U 0 nebo dx2+/1U 0 A £

U(x) = A; cos(Ax) + A, sin(4Ax)

Okrajové podminky

a) neposuvny konec prutu u(x,,t) = 0 ) U=0 o
ou dU / . —
b) volny konec prutu €x|x =—|,. =0 C> — =0 '
e OJx ¢ dx x
L

Priklad: Odvodte vyrazy pro vlastni uhlovou frekvenci
a pro vlastni tvary podélného vilastniho kmitani nosniku konstantniho prufezu

Okraiové bodmink Levy konec pevne uchycen dU
TEISHE RIS Pravy konec — prifez je volny U =0 = dx '*=L =

U(x) = A; cos(Ax) + A, sin(Ax) U | v0=4;=0

dU _ dU
— = —A;Asin(Ax) + A, cos(Ax) T |x:L = A,Acos(AL) = 0

dx
Trivialni freSeni A; = A, = 0 nema smysl

Netrivialni feSeni | cos(AL) =0




Charakteristicka rovnice ma koreny AL = %; 3; e, (r — %) T,...

2
S prihlédnutim k rovnici A2 = % /

Vlastni uhlova frekvence w, = 4, ; = ( L)r\/; :> ©r = 2L P

B = Apsilalllyzd) = @iy () | UG0S Com K’" B %> nTx]

Funkce U, (x) je r-tym vlastnim tvarem kmitu odpovidajici uhlové frekvenci w,
C je libovolny nasobitel

Prubéhy funkce U, a U, zobrazujici prvni dva vlastni tvary kmitu

1mx 3mx

U;(x) = Csin (ET) U,(x) = Csin (ET)

LU(Jc)
U(x) L

1
0 | x/L

| x/L 1




Volné (vlastni) ohybové kmitani tenkého primého prutu

0x?2 0x2 ot2

02 0%v d%v e )
— | El = | + pA—=— = p Volné kmitani - pficné zatizenip = 0 | (EIv")" + pAii = 0

Reseni se hleda ve tvaru harmonické funkce v(x,t) = V(x) cos(wt — )

(EIV")" — pAw?V = 0 Reseni uvedené rovnice v uzavieném tvaru neni mozné

pro proménné koeficienty (4, E a p)

Pricné vlastni kmitani prutu konstantniho prurezu

d*v pAw?
— —A*V =0, kde 2* =
dx* EIl
Diferencialni rovnice ¢tvrtého radu, ma obecné reSeni
V(x) = Aje?™ + A,e ™ + AzeM* + A e nebo
V(x) = Bje™ + B,e ™ + B, sin(Ax) + B, cos(Ax) nebo

V(x) = C; sinh(Ax) + C, cosh(Ax) + C5 sin(Ax) + C, cos(Ax)

Uvedené rovnice obsahuji Ctyri integracni konstanty a vlastni Cislo 1
Integracni konstanty Ize urcit z okrajovych podminek
dv dV

a) vetknuti  v(x,t) =0 —) V=0 (pz|xe=a|xe=0 —) —




b) prosté podepreni 02

dzv
na konci prutu v(x,£) =0 =) V=0 M|xe:ﬁ|xe:0 dx?
c) na volny nezatizeny konec
0°v d?v d 0°v d3v
M =0 S — _— — —_— =
|x€ dx2 |xe = dx? 0 3 ax<Elax2> |xe 0 dx3 0

Priklad: Odvodte vyrazy pro vlastni uhlovou frekvenci a pro vilastni tvary pricného
vlastniho kmitani prostého nosniku konstantniho prufezu

(x,f)
V(x) = Cy sinh(Ax) + C, cosh(Ax) + C5 sin(Ax) + C, cos(Ax) , ‘ |
d?v d*v Y -
Vax=0)=0, 7 lx0=0, Vax=1)=0 a —— |, =0 _* 4, |
d2

yrie A?[C; sinh(Ax) + C, cosh(Ax) — C5 sin(Ax) — C, cos(Ax)]

OP-levy konec (x =0) C,+C, =0, A2(C,—C)=0 [ C,=C,=0

OP - pravy konec (x = L) ¢, sinh(AL) + C5 sin(AL) = 0, A%[C; sinh(AL) — C5sin(AL)] = 0

det=0 ® S
—
sinh(AL) sin(AL)

Cl _ 0 2 - . . .
A2sinh(AL) —A2 sin(AL)] LG5S — {0} —2A%sinh(AL) sin(AL) = 0, A # Oq sinh(AL) sin(AL) = 0

sinh(AL) = 0 pouze, kdyz (AL) =0 [> Netrivialni feSeni z rovnice | sin(AL) =0




sin(AL) = 0 charakteristicka rovnice pro uréeni A,
Po dosazeni rovnice do ® nebo @ je zremé, ze C, = 0
Tedy ¢, =C,=C,=0 - nenulova konstanta C; je C

Potom V(x) = C sin(Ax)

Rovnice plati pro rizna vlastni Cisla A,

_ pAw®
~ EI

V1 (x) = C sin(mx)

V,(x) = Csin(2mx)

ML=m AL=2m ..., A, L=rm 2%
Potom
El ru\* El
2 _ 40 (1Y =D
“r _ArpA_(L) A
Nakonec
Uhlova frekvence | w.. = (E)Z ET
ToNL pA

Vlastni tvar kmitu | V,.(x) = C sin(4,.x) =

C sin (%x

)

C je libovolny nasobitel

V3(x) = C sin(3mx) |

Prvni tfi vlastni tvary kmitu

: r=1  rm
1 L: 1,\; pA
X
Y r=2
w,=4w,
\/ X
h% r=23
=9,




Priklad: Odvodte vyrazy pro vlastni uhlovou frekvenci a pro vlastni tvary pfiéného
vlastniho kmitani konzoly konstantniho prarezu

V(x) = C; sinh(Ax) + C, cosh(Ax) + C5 sin(Ax) + C, cos(Ax) , vix, )

d?v d3v - | '
V(x=0)=0,a|x=0=0,7 x=Lanﬁ|x=L:0 | . |
dv _ _

Tx A[C; cosh(Ax) + C, sinh(Ax) + C3 cos(Ax) — C, sin(Ax)],
d2?Vv _ _
vk A?[C; sinh(Ax) + C, cosh(Ax) — C5 sin(Ax) — C, cos(1x)] a
d3v _ .
ek A3[C; cosh(Ax) + C, sinh(Ax) — C5 cos(Ax) + C, sin(Ax)]
Charakteristicka rovnice
0 1 0 1 Cy 0
A 0 A 0 C

cosh(AL) cos(AL) +1 =0

U

A2sinh(AL) A2 cosh(AL) A2sin(AL) 2A%cos(AL)|)Cs( T)o
A3 cosh(AL) A3sinh(AL) A3 cos(AL) A3sin(AL)1 \C, 0

Prvni tri vlastni uhlové frekvence

e 51 AL =1,8751,
W, =( ’“2) AL = 4,6941, 3,516 |EI 22,03 |EI 61,70 |EI
L pA| XL =7,8549, ¥1= 3 pA'wz= 12 pA’a’sz 12 |pA

L =10,996 atd.



Vypocet konstant
Z prvnich dvourovnic C,=-C, a C;=—-C,
Treti rovnice ma tvar  (; sinh(1,.L) + C, cosh(A,.L) — C5 sin(4,.L) — C, cos(A,.L) = 0
Spojenim rovnic
C, sinh(A,.L) + C, cosh(A,.L) + Cy sin(4,.L) + C, cos(4,.L) = 0
cosh(4,-L) + cos(A,.L)

Potom €3 = —(3 Linh(ATL) Tsn D) |- G

Funkce popisuijici tvar r-tého kmitu

V.(x) = C[cosh(A,x) — cos(A,-x)] — k,[sinh(A,.x) — sin(A1,x)]

cosh(A,-L) + cos(A,.L)
sinh(A,.L) + sin(A,.L)

r

kde k =[

3,516 |EI 22,03 |EI 61,70 |EI
1= oA 2= [ha Y3="2 [ha

y

X \_/ i \_/ .
Prvni viastni tvar kmitu Druhy vilastni tvar kmitu  Treti vlastni tvar kmitu

Vi(x) = Cf1(x) Vo(x) = Cfy(x) V3(x) = Cf3(x)



Nékteré viastnosti viastnich tvart kmitu

Spojita soustava ma nekonecné mnoho vlastnich dvojic
Vlastni dvojice - vlastni uhlova frekvence w, (resp. frekvence f,.)
a vlastni tvar kmitu V.

A Spektrum vlastnich uhlovych frekvenci (frekvenci)
Z praktického hlediska je nutno mit mnozinu frekvenci usporadanou vzestupné

Frekvence odpovidaji vlastnim tvaram kmitu V, Vs, ... L Voo

Poznamky:
< Oblasti zajmu frekvence a vlastni tvary kmitu do 500 Hz
<= Jsou-li hodnoty frekvenci od sebe vyznamneé vzdaleny potom spektrum je fidkeé

<~ Husté spektrum - hodnoty dvou nasledujicich frekvenci se liSi méné nez o 10 %
<= Skupiny blizkych frekvenci se nazyvaiji shluky (clustery) frekvenci — frekvence mohou
mit stejnou nebo blizkou hodnotu

B Normovani vilastnich tvarti kmitu

Zpusob upravy amplitudy tvaru kmitu se nazyva normovanim a takto upravené tvary
se nazyvaji normované vlastni tvary kmitu

V.(x) = C,¢,-(x), kde C, je nasobitel nesouci rozmér a ¢,.(x) je bezrozmérna funkce

Zpusob upravy méfitka funkce V.. se nazyva normovani



Zakladni typy normovani:

1. V ur&itém misté funkce ¢r(xs) =1
2. Tam, kde funkce ¢, dosahuje absolutni maximum |¢,(x)| =1

L
3. Normovani vzhledem k hmotnosti, tak Ze modalni hmotnost | M, = ij d2dx
ma urcitou velikost — nejvyhodnéjsi pripad M, = 1. 0
Zpusob upravy amplitudy tvaru kmitu se nazyva normovanim a takto upravené tvary
se nazyvaji normované vilastni tvary kmitu

Priklad: Tenky ohybany prut - modalni tuhost pro r-ty vlastni tvar kmitu
L

Rovnice popisujici vlastni kmitani tenkého

. "2
K, = jEI(Gbr) dx | & ohybaného prutu (EI¢))" — pAw?¢p, = 0
0

Po vynasobeni rovnice nasobitelem ¢,. a integraci v oblasti od 0 do L
L L

j (EI$M)" by — w? f p Ag2dx = 0
L L

0 0
197 9. |5 — E18D0L |+ [ E1on2dx—f [ pagiax =0 4

Okrajové podminky (EI¢")' 8¢ =0, x =0 (EI$") 8¢’ =0, x =0
(Elp") 60" =0, x=L (EIp") 6¢p =0, x=1L
SLpFthédnutl’m k okr?jovym podminkam - prvni dva Cleny v rovnici # jsou rovny nule

K, Analogie se

fEI(gb;’)zdx—a),?ijqb,?dx =0 (3,%8) ) w2 =L

M, soustavou s 1SV
0 0




C Ortogonalita vlastnich tvari kmitu

Vg VIV s

(EIp))" — pAw?p, =0 X ¢ (¢ps # ¢,) aintegrace v oblasti od 0 do L
L L

j EIG! dldx — w? j oA, bodx = 0

0 0 . :
(EI¢!)" — pAw2p, =0 X ¢, ¥V (¢, # ¢5) aintegrace v oblastiod 0 do L
L L

| Brgtrax - of | pagsprdx =0
0 0 L
Po odeéteni rovnice ¥ od rovnice (w? — w?) J pAd,Pp.dx =0
0

Uhlové frekvence jsou riizné - potom pro dva vlastni tvary musi platit
L

ijcprcpsdx =0, I' w, # wg tvary jsou ortogonalni vzhledem k hmotnosti

0
Rovnice vyjadfuje ,ortogonalitu® vlastnich tvart

P(% dosazeni J do A nebo V

jEIgb;’ <dx = 0 tvary jsou také ortogonalni vzhledem k tuhosti

0 L

Ty by ML =11 (normovani Normovane tvary
’ r —

— 2 —
na hmotnost) Mr = ijd)r dx =1 ge nazyvaji ortonormalni
0



D Teorém o rozkladu
Libovolnou funkci V(x), ktera vyhovuje stejnym okrajovym podminkam jako mnozina
ortonormalnich tvart ¢,, (r = 1,2,...) a za podminky, Zze d?/dx? (EI d*v/dx?)

je spojitou funkci, Ize vyjadfit pomoci absolutné monoténné konvergentni rady
L

> Y oAV p.d
V6= cdr0, + ke ¢ = LI

r=1

T > S uvazenim normovani ¢, = prqurdx
fO pA¢T dx 0

E Rayleighuv podil (kvocient)
Necht funkce V (x) vyhovuje okrajovym podminkam a pozadovanym spojitostem, potom
ko f, EI(V")2dx

R(V) = — =
m fOLpAVde
John Wilh";'fw tr

Po dosazeni + do # (Lord Ray 3%

2002 + 2w + 2w+ .. v

® R(V) = w7, kdyz V = ¢, ¢ (x)

R(V) = 2, 2. 2 | ,
it Tt Nobelova cena za fyziku 1904
R(V) = w? 1+ (c3/c)*(Wy/w1)? + (c3/c)*(w3/w1)*+...
' 1+ (cp/c1)? + (c3/c1)*+...

Citatel je v&t3i nebo roven jmenovateli (w,4,/w,)

R(V) = w? Rayleighuv podil (kvocient) slouzi k odhadu uhlové frekvence




Vlastni kmitani tenkych desek

Desky jsou télesa, kdy pro popis vystaCime s funkci v zavislosti na dvou souradnicich
— 2D uloha

Pohybova rovnice volného kmitani tenké desky - Kirchhoffova teorie desek
DV*w + phw = 0

z w(x,y,l)

Eh3 , f
D = 1201 —v2) ohybova tuhost desky / h /
h - tloustka desky o /
w(x,y,t) - pruhyb (pfi¢né posunuti stfednice) | b |

74C.) = (axxx + 20 )xxyy + ()yyyy, - biharmonicky operator

Obdélnikova deska
Lze zapsat zobecnené okrajové podminky pro okraj y = konst

yyy T Z=V)w,, Jow =0
Analogicky podminky pro okraj x = konst (zaména indexu x a y)
(Wi T VW 0w =0 a [Wyyy + (2 — V)W, Jow =0

(w,, + vw, Jow =0 a [w xxy

]
xyy
Prosté podeprena obdélnikova deska okrajové podminky
w(0,y) =w(a,y) =w(x,0) =w(x,b) =0,
Wxx(ol y) = Wxx(a' y) — Wyy(x' O) — Wyy(x' b) =0



Predpoklada se, ze pri volném kmitani desky kona deska harmonicky pohyb

w(x,y,t) = W(x,y) cos(wt — a) > DUV*w + phw =0
Rovnice pro vypocet vlastnich hodnot
4 4 w?ph
VAW — 2*W =0 24 = ,
. . D _ ® b o, | ® 1 O
Funkce vyhovujici okrajovym podminkam — s
a=b
We (y) =Cs mmx\ . (MY 12 mn2+ Ny 2 ® ®] 0
x,y) = Csin ( ) sin (—) = (—) (—) “[ e ] NIEREN
(m,n) y a b (mn) a b 12) 2.2)
5 W1 = Wq,1
D[, ray? . m*D [ (b L2 Wy = W31
= — w = m - n
W (m,n) ohat m®+n (b) nepno (m,n) ohb* p w3 = Wi
' Wy = W
Parametry (m, n) popisuji tvar kmitu
Prosté podeprena ¢tvercova deska a = b
Objevuje se (dvou) nasobnost viastnich hodnot w;, ) = ©mm),
nap‘f (1)1,2 = Cl)z}l = W1 = Wy ~ 3 p” - T
Vlastnim &islam A(m,n) = A(n, m) odpovidaji S I
vzajemné rizné vlastni tvary W (m,n) a W (n, m) P B
Potom libovoIna linearni kombinace Wiy, n) + ¢Wam { e A A
vyhovuije rovnici V*W — A*W = 0 NN !
Dva rGizné tvary definuji dvourozmérny podprostor N . e
A=—104, A=A,

vlastnich tvarad W = Ay Wmnmn) ¥ Anm)yWanm) A=3S5TA,



Modely soustav s koneénym pocétem stupnu volnosti

Podélné kmitani prutu

Uy (x, t)

k I P(1)
m

Modely se soustiredénou hmotou

Tri podlazni
objekt

3 SV - hmotné

Posuvy, rotace jsou \
nezavislé parametry |~ |2 el

11

Model s co mnozstvim stupiiti volnosti 300 k SV
Reseni Ize nalézt ve specialnich pfipadech (pruty, deska)

100 k SV
Model s koneénym poctem stupnu <
volnosti (216 SV)

Model s jednim stupném volnosti
Reseni nepfesné vystihuje chovani
slozité soustavy

Privadéc VE Matka, Makedonie

1,3 M SV
Tri rotujici disky

i hmotné
Kontejment JE Temelin

u, U, U,

[
>

kel & [ 2] &

M —> WA — WA —

m, m, m,

S S

DUONOUNNN



Priklad: Sestavte pohybové rovnice netlumené soustavy se tfemi stupni volnosti
Pro feSeni pouzijte 2. Newtonuv zakon

Reseni: -
i‘ZF1:m1ﬁ1=P1+fz—f1 £
tze=m2ﬁ2=P2+f3—f2 2 , ///
'_*)'ZFs = mziiz = P3 — f3

k, k, . ks
fl \ 1 fl . fz fi \ ﬁ
S S 20
fi =kieg = kquy
fo = kyey = ky(uy —uy) mii + ku = p(t)
fs = kzesz = kz(uz — uy) : : )
Pohybové rovnice netlumené soustavy m je matice hmotnosti
. _ ) k je matice tuhosti
ittty 3 i o =gt = A0 Soustava u je vektor pfemisténi

myiiy — kyuy + (ky + k3)uy — ksuz = Pp(t) » simultannich ii je vektor zrychleni

rovnic _ eh
) (nenulove prvky  P(1) J& Vektor zatizeni
i Soustava rovnic je zapsana

mgiiz — k3u, + kzuz = P3(t)

Rovnice se daji zapsat v maticovem tvaru  matice tuhosti) Lol (TS D it
V pripadé rotacniho pohybu
my O 0 | (1 (ki + k) —k, 0 |uy P, (o) m hmofné momenty setrvacnosti
0 m, O [Jiiyp+ —k, (ky + k3) —ks|{Uzt =4{P,(t) k torzni tvuho’stl
0 0 m.llii 0 _k k Us P, (1) u pootoceni
3 3 3 3 3 p(t) kroutici momenty




Priklad: Sestavte pohybové rovnice — =(0)

feSeni vyjadrete v posunutich relativné vaci pohybu zakladu - u, u,
K odvozeni pouZijte 2. NewtonGv zakon Sk T -
heéeni: j m m,
Relativni posunuti “r—
W1=u1—z A
W = U= 2 Silové diagramy
‘_L‘ZFE:m1ﬁ1=—f1—f2+f3+f4:m1(W1+2) 0 e
.. . .. rl™ls ™
'_l)'ZFZ=m2u2=_f3_f4=m2(W2+Z) =

Sily v pruzinach a tlumici sily
fi=ki(ug —2z) = kqwy fz = ky(up —uy) = ky(wy —wy)

fo=0c(y —2) = c;vn fa = ca(Uy —Uy) = c;(Wy — wy)
Pohyboveé rovnice tlumené soustavy v relativnich posunutich
mywy + Wy + kywy — co(Wy —Vg) — kp(wy —wy) = —myZ

Soustava rovnic je zavisla — nenulové

mow, + co (W, —Wwq) + k(W —wy) = —m,Z
: 2 2, i 2,( 2 1) 2( 2 1) 2 mimodiagonalni prvky matice tuhosti a utlumu
Maticovy zapis

[m1 0 {W1} n [(01 +¢3) _C2] {W1} n (ky + k3) —kzl {Wl} _ {—m12}
w, —C,

0 m, Cy Wz —kz kz Wy _mzz

Obecny zapis mw + cw + Kw = p.¢¢




Priklad: Model popisuje budovu pod vlivem seizmického zatizeni
Provedte odvozeni pohybovych rovnic pfi vyuziti Newtonova zakona
Predpoklady: Uhel 6 je maly, hmotnost zakladu m je soustfedéna x
do tézisté

. , . Rovnice
Reseni: i‘ZFx = mu = —2f1—2f2 +f3 1 odpovida u
Rovnice
odpovida x;

Rovnice
odpovida y;

Rovnice

G‘Z M; = IGé = —M,; + frasin0 + fzacos§ ~ ©odpovidad

k c Silové diagramy y ljj f

Relativnl’S”y f1=5(u—Z), fZZE(U—Z) a M1=K9 1 (/\_,‘
Vzajemna vazba mezi x;,y; a u, 0 je dana kinematickymi vztahy . | L/
f 5

Pro maly uhel 6 plati sinf = 6 a cos 8 = 1, potom

I
xc=f(u,0) x;=u+tasind=u+af X;=1i+ab
ve = f(u,0) ye =acosf = a Yo =0 Soustava rovnic je zavisla —

nenulové prvky matice hmotnosti
Pohybové rovnice v maticovem zapisu f
(M +m) M Y ‘ k 0 7+ k
i a5 S0+ ool 811734 S

0
Rovnice odpovida 6

Rovnice odpovida u

mi + cu + Ku = pss




Lagrangeovy rovnice druhého druhu

=» Pouziti Newtonova zakona neni vzdy vyhodné pro odvozeni pohybovych rovnic,
protoze je tfeba separovat kazdou €ast, a interaktivni sily je nutno eliminovat

s cilem ziskat hledané rovnice

=» JednodusSsi odvozeni pohybovych rovnic je mozné aplikaci Lagrangeovych rovnic
vyuzivajicich k popisu skalarnich veli€in (prace a energie) misto vektorovych (sily a pfemisténi)

Lagrangeovy rovnice se vyjadruji pomoci zobecnénych souradnic

Jedna se o mnoZinu N nezavislych hodnot g;, i = 1, N dostateénych pro uréeni polohy
kazdéeho bodu soustavy (v predeslem prikladu, to byly u, 9, tj. g4, q,).

Lagrangeovy rovnice budou odvozeny z Hamiltonova principu

t, t,
) j (T —V)dt + j SW,.dt =0
t1 ty

Kineticka energie T je funkci g; a g;
T = T(qquzr"'iniC.hrqzr""(:IN't)
Potencialni energie V je funkci g;
V =V(qy,qy - qyt)
Virtualni prace nekonzervativnich sil

SWne = Q1691 + Q26q,+... +Qnbqy,
kde Q,, Q,, ..., QN jsou zobecnénée sily

Joseph-Louis Lagrange, comte de I'Empire

(25. ledna 1736 — 10. dubna 1813; narozen v Turiné,
pokitén jako Giuseppe Lodovico Lagrangia)
italsko-francouzsky matematik a astronom

Vyznamné rozvinul matematickou analyzu, teorii Cisel,
klasickou a nebeskou mechaniku.

Je zakladatelem oblasti matematiky

nazyvané variacni pocet

Byl jednim z nejvétSich matematikt 18. stoleti

s takovym rozmeérem, aby soucin Q;6q; mél rozmér prace




Priklad: Najdéte vyraz pro kinetickou energii pomoci €lenu q, a q,
Hmotnost m se posouva po nehmotné tyci
Reseni:

1
Kineticka energie systému T = Em(}"z +2%)

Z kinematiky Ize odvodit y = g, cosq, a z = g, sinq,
Derivaci kinematickych vztahu
Y = g1 €08q; — q14G2 Sing, a z = g4 sing, +q,q; cosq;

Po dosazeni do T ziskame

1 . :
T = Em(CIf +q743)
Priklad: UrCete vyraz pro potencialni energii Castice tihy W a virtualni praci sily P

Reseni: Necht potencialni energie je rovna nule v poloze 8 = /2,

potom |V =—-Wy=—-WLcos6

ds = L6 je draha, po které se premisti sila P

Virtualni prace sily P

§W, = P8s = (PL)56 | Zobecnena sila Qg = PL




Dosadime do vyrazu pro Hamiltonuv princip vyrazy pro energie a virtualni praci nek. sil

t2 oT 5 aT 5 aT 5 oT 5 oT 5 S
.[ a1q1+02q2+ +51qu+01q1+62q2+ +0NqN
tq
T +
o0 —6q, — 0, —0q,—... ~ 0 —dqy + Q16q1 + Q25q2+ 40Qy8qy | dt = ?
v sr s o o . aT oT t, 2 d oT
Cleny obsahujici §¢; integrujeme per partes 57 ——8¢; dt = aé‘ql _ j i ) 6gude

tq

Clen ve hranatych zavorkach je roven nule, protoze 6q;(ty) = 8q;(t,) = O, vychozi
podminka Hamiltonova principu. Potom rovnice + se da prepsat

Integral rozdelime podle proménnych na N Casti. Za predpokladu, ze variace
dqi(i =1, N) je nenulova, musi Cleny s jednotlivymi nezavislymi proménnymi v souctu
dat nulu. Ziskame takto N rovnic

g <6T> o n o 0, i=1N Lagrangeovy rovnice
— = - =, i=1,
dt\dq;) 0dq; Jq; l




Priklad: Model popisuje pohyb budovy pfi buzeni seismickym zatizenim
Uhel 6 je maly a hmotnost zakladu m je soustredéna do tézisté
Sestavte pohybové rovnice s vyuziti Lagrangeho rovnic

Reseni: 2SV s nezavislymi zobecn&nymi soufadnicemi
g1 >u a q;—F0
Vyrazy proT,V a dW_,

1 ., 1 3 3 1 .,
T=§mu +§M(xG +yG)+§IG9

Z kinematiky x; =u+asinf a y; =acosf

Pro malé hodnoty Uhlu 6, sinf =6 a cosf =1 — 292 v

Potom x; =u+af a Y =0 (nelinearni ¢len 66 a byl zanedban)
Po dosazeni do vyrazu pro kinetickou energii

1 1 : 1 .
T =>mi? + M+ ab)” + 1662 /\
Potencialni energie deformace v pruziné a gravitacni potencialni energie 20 20
1(k 1 -
V=2|zl7)w—-2)?*+-K6°+ Mgacosf u ou
2\2 2
Pro malé hodnoty uhlu & Nekonzervativni (tlumici) sily

V=2 Lx (u — z)? +1K92+Mga 1—192 6Wnc=—2[lc(u—z')]6u
2\2 2 2 2



Aplikace Lagrangeovych rovnic d (a_T) _ o + v =Q;,i=1,2 s

dt\dq;) dq; g qQz < 0
oT : dT . : :
—=mu+M(i+ab) @ — = Ma(u+ab)+1;6
au 69 1 - 1 . 2 1 ‘o
T=Emu +§M(u+a0) +§IGH
aTr 0T _
ou 96
ov av — lk — 7)2 l 2 _l 2
%:k(u_z) a %=K9—Mga9 <j V—2[2<2>(u Z)]+2K9 + Mga|l 29
r .
Qu=-c—2) a Qy=0 <::| 6WnC=—2l§c(u—z)lSu
d (0T d (0T
— Ma(ii + af) + ;6
dt<6u> mu+M(u+a9) a dt<69> ( ) G

(M +m)it+Mab +k(u—2) = —c(it — 2)
Maii + (Ma? +1;)6 + (K — Mga)6 =0

Pohybové rovnice se shoduji s freSenim pri pouZziti Newtonova zakona

( )
’MJJam (IG+Ma2)] 6 +l0 8]{9'}+l(§ (K — Mga) CZJ(;kZ}



Priklad: Odvodte pohybové rovnice pro pripad pohybujici se hmoty m

po tenkeé tyCi o délce L a hmotnosti M
Pro odvozeni pouzijte Lagrangeovy rovnice.

Reseni: Vyrazy proT a V

2\3
Aplikace Lagrangeovych rovnic
oT _ orT 1 : :
5y = M — ==ML?8 + mu?6
u 060 3
aT : oT
— = mub? — =
ou a6 0
av av L _
Evin —mg cos 6 30 [Mg (E) +mgu] sin 6
Qu = Qp =

d (0T

3

1 .. )
Dile —|(—|=mii a —|—|==ML?0 + 2muub + mu?6
ou dt \ oo

1/(1 1 . L
T = —(—ML2> 62 + Em(u2 +u?6%) a V=- [Mg (5) + mgu] cos 6

d (0T 6T+0V_
dt\di) ou au_Q“

d (9T 6T+6V_
dt\oo) 06 90 Yo

mii — muf? —mgcos6 = 0
1

.. : L
<§ML2 + mu2> 0 + 2muud + [Mg (E) + mgu] sinf =0

Soustava rovnic
je silné nelinearni




Pouziti Lagrangeovych rovnic u spojitych modelu

Metoda pripustnych funkci

Posunuti prufezu Ize vyjadfit (aproximovat) pomoci funkce u(x, t) = ¥(x) u(t)

V tomto pfipadé ziskame jednostupnovou soustavu

Pri vytvareni spojitého modelu s N stupni volnosti pracujeme s N nezavislymi funkcemi

N
Potom u(x,t) = 2 i () w;(t)
=1

Funkce y;(x) musi mit derivace do fadu derivaci, které
se objevuji ve vyrazu pro potencialni energii deformace

| yvxD)

(x,0),
a vyhovovat kinematickym okrajovym podminkam . P
tj. musi patfit do tfidy pfipustnych funkci. il
PoZzadavky obdobné jako v metodé koneénych prvki (MKP) S
/]

Napfiklad pro pfiéné kmitani nosniku - -
v(0,t) =v'(0,t) =v(L,t) =0 T—> ;(0) =y;(0) =y;(L) =0

Prirozené okrajové podminky (napr. M (L, t) jsou splnény automaticky

Okrajové podminky musi byt splnény pro vSechna t

Vyraz pro energii deformace ohybaného Bernoulliho-Eulerova prutu obsahuje v"(x, t).
Tedy kazda funkce y;(x) musi byt spojitou funkci v oblasti x, a prvni derivace téchto
funkci podle x musi byt spojitymi funkcemi — nosnik nema nespojitost v pruhybu

a pootoceni prurezu.



Priklad: Vyuziti metody pfipustnych funkci v pfipadé podélného kmitani prutu

Reseni: Energie deformace prutu Kineticka energie prutu

u(x,t)
L L -—
L "2 1 :
V=§fEA(u)dx T=§pr(u)2dx e S
X px.n)
0 v -—
E - modul pruznosti, A - plocha prurezu, p - huostota materialu - : -
N
Po dosazeni u(x,t) = z Y;(x)u;(t) do vyrazu pro energii deformace
i=1
1 N N L
i=1j=1 0
V je kvadraticka funkce zobecnénych souradnic s koeficienty k;;
Uy (k11 k12 kin
. : 1 u k k k
Maticovy zapis rovnice & | V = 5uTku u={"-4, k=["21 722 N
Un kn1 Kne Knn

u vektor hledanych parametrl, k matice tuhosti
Obdobné pro kinetickou energii

L

N N
1
& T:EZEmijgl@j  kde | m;; =ij¢i¢jdx

i=0 j=0 0




Uy Mmy; My LUSTY
L : 1. 1. U, _|Mm21 Mgy 0 Mpy
Maticovy zapis rovnice & T = Sumi | =470, m=\|
u vektor rychlosti parametru, Uy [My1 Mp2 MyN
m (konzistentni) matice hmotnosti ﬁ

Virtualni prace spojiteho zatlzenl pusobiciho na prut ) .
Poznamka: V pripadé, ze Cleny

Matice hmotnosti jsou uréeny
J (x, ) 6ulx, t)dx = z Pi0Y; podle vztahu %, potom se tato
0 N matice nazyva konzistentni matice
. , : o _ hmotnosti
Z vychozi rovnice, pfi  Su(x,t) = z Pt - je sestavena na stejnych funkcich

L =1 jako matice tuhosti

p(© = [ PG OGO | v
0
S vyuzitim Lagrangeho rovnic ziskame N pohybovych rovnic

N N
Zml]g]‘FZkUE] = Di, I = 1,2, ,N
j=1 =1

Postup pro ziskani pohybovych rovnic

vybér mnoziny N pripustnych funkci y; (x)
vypocet koeficientu matice tuhosti (rov. #)
vypocet koeficientu matice hmotnosti (rov. &)
. vypocet zobecnénych sil (rov. v)

sestaveni vyslednych rovnic (rov. ¢)

V maticovém tvaru

mu+ Ku=p

w0~




Priklad: Pouzijte metodu pripustnych funkci pro aproximaci

funkce posunuti u(x, t), s cilem ziskat dvoustupriovy model =SS —
podélného kmitani konzoly zatizené silou P(t). (Aproximujte I— .
omoci polynomu
FI;(eéeni'p ' ) () =7 |
1. vybér funkci ¥;(x) - funkce musi vyhovovat okrajové / 1
podmince u(0,t) =0 ——> ¥;(0) =y,(0) =0 T '
X X\ 2 (X
NeCht, l/)l(x) = Z a ¢2(x) = (Z) \ ¥ ‘PZ(X) - (L) :
r v . . o 1
2..vypv)ocet k(v).ef|C|e.ntu ki ’ o 2\ / ]
- je trebail urcCit derivace tvarovych funkci y; = T ay, = 7 (Z) j . i X
, EA EA 4EA
ki1 = JEA(¢1)2dx = kiz = ko1 = 7 a kyp = 3

0
3. vypoc“:eLt koeficientl m;;
5 pAL _ _ pAL a _ pAL
WL = jPA(I/h) dx = 3 Miz2 = Ma1 == M22 = 7

0
4. vypocet zobecnénych sil p; - virtualni prace zatizeni

W = @R 8) = 260 + 82522} b, = P(£) ¥, (L) = P(t) a pz = P(t) (L) = P(t)
Su(L, t) = P1(L)6uy + P, (L)du, B 1 - i

1
5. vysledna soustava rovnic i [1/3 1/4 {21} +E[1 1 ]{21} _ {P(t)}
v maticovém zapisu p 1/4 1/5] (U, L [1 4/3]42)  (P(¢)




Stejnym postupem Ize ziskat pohybové rovnice i jinych pruznych soustav
Napfiklad pro tenky ohybany prut (Bernoullino-Eulertv prut)
L

1 : v .
Energie deformace prutu V = EJ EI(v")?dx, kde v je funkce pficného posunuti
L 0
Kineticka energie T = %J pA(¥)?*dx

0

Z rovnic & a & |ze ziskat vyrazy pro koeficienty tuhosti a hmotnosti
L L

0 0
L

Spojité pficného zatizeni p(x,t), pi = Jp(x, t)yY;(x)dx je zobecnéné zatizeni
0

Priklad: Vrtna zakladna je modelovana jako pruzny prut >
konstantniho prifezu a délky L se soustfedénou hmotnosti M
ve vrcholu a torzni pruzinou o tuhosti k v misté ¢astecného
vetknuti

Odvodte pohyboveé rovnice této konstrukce metodou ,
pripustnych funkci na 2SV modelu

Predpokladaji se malé hodnoty pootoCeni v misté casteCneho
vetknuti

pA El




Reseni: 1. vybér tvarovych funkci - okrajova podminka v(0,t) = 0

I x

Potom musi platit ¥, (0) = ¥,(0) =0
X

XN 2
Nejjednodussi funkce jsou 1; =7 a ¥ = (7)

2. vypocet tuhostnich koeficientu k;;
L

w(x,f)

—

V= jEI(v")de + lkgg, kde 6, je pootoCeni v misté casteCného
: vetknuti

N
Pro malé hodnoty pootoceni je 6, = v'(0,t) = Zwi(o)zi(t)
=1

Po dosazeni do prfedchozi rovnice a s prinlédnutim ke vztahu %
L

1 , 2/x
kij = th/J{’zp;'dx +kpi(0y;(0), kde proi,j = 1,2, pi=—, $1=0, ¥; = Z(Z)

0 " o__ 2
Tuhostni koeficienty a ¥2=13
1\ /1 k 4E] 4E1
k11=0+kz L =ﬁ;k12=k21=0+0=0; k22=?+O=F
3. vypocet hmotnostnich koeficientu m;;

Vzhledem ke vztahu 4+ s uvazenim hmotnosti M v misté x = L
L

m;j = jPAl/Jﬂ/dex + My (L)y;(L)
L

’ pAL pAL

PAL

xZ
Potom mllszj(Z) dX+M'1'1=_+M, m12=m21=—+M, m22=—+M

3 4
0

5



v s

4. vypocet zobecnénych sil Vnéjsi sily nepusobi p; =p, =0

pAL pAL [k
A — . — 0
, , ) _ M+ 3 M+ 4 (1] L? {%}_{0}
5. vysledné pohybové rovnice pAL pAL| G, 4\ |Wq2) o
22l 22 o (4

b v(xf)

Priklad: Zahrnuti tlumiciho efektu pfi pficném kmitani zakladu -

I~

Tlumeni je spojité rozdéleno pod zakladem a je proporcionalni - &)
rychlosti pohybu zakladu, tj p(x,t) = —§(x)v(x,t) Il [T T 1
¢ je koeficient tlumeni na jednotku délky zakladu T7T777YYYYY
Najdéete vztah pro zobecnénou silu p; odpovidajici uvedenému tlumeni -
ResSeni: L N
pi = fp(x, Y (x)dx = f |—5(x)z¢j(x)2j(t) ;(x)dx nebo
0 0| Jj=1
N L
pi = —Zﬁj(t) jf(x)lpi(x)llij(x)dx odpovidajici uvedenému tlumeni
j=1 0 N
V piipadé diskrétniho (jednotlivého) viskézniho tlumice | Pi =~ Z ¢;jv; (t)
V obecném pfipadé (s tlumenim) plati =1

mq+cq+kq=Q c je matice tlumeni




Volné (vlastni) kmitani netlumené soustavy s 2SV 12
Pohyboveé rovnice dvoustuprioveé netlumené soustavy

mqq mlzl{ﬁ1}+ k14 k12] {u1}={p1(t)}
Ma1 Maal (U, ka1 k2o p2(t)) ™

2 o [M11 Mz (iy ki ki3] (U1 0
#E Iy mzz]{ilz}-l_[km kzzl{uz}:{o}

Volné (vlastni) kmitani p; = 0

Pri vlastnim kmitani je pohyb harmonicky
u; = Uy cos(wt — ), u, = U, cos(wt — a)
Ulohu o vlastnich hodnotach

( k14 k12] _ B[ le]){Ul} _ {0} Y soustava homogennich linearnich
koy koo ma1 My 0 " algebraickych rovnic

U,
Netrividlni feSeni pro w? vyhovuje charakteristické rovnici

k14 k12] 2 [Ma1 My2 )_
det([k21 k22 @ [m21 mzz] B O

Polynomialni rovnice 2. fadu ma dva kofeny w? a w5 - vlastni éisla

wy < w, jsou vlastni uhlové frekvence 2SV

Po dosazeni kofent do rovnice 1 Ize urgit pomér gy = (U,/U)D a B, = (U,/U))P
Tento pomeér urcuje tvar kmitu pPro w, pro w,

V matematické terminologii jsou tvary kmitu nazyvany vlastnimi vektory



r v _ v ’ . A . . ’ ’ . ’ ’ g s s
Obecné feSeni soustavy rovnic <Z<V)Z> je linearni kombinaci vlastniho kmitani
odpovidajiciho frekvencim

uy; = Ay cos(w;t) + By sin(wt) + A, cos(w,t) + B, sin(w,t)

u, = B4, cos(w,t) + 1B, sin(w,t) + B, A, cos(w,t) + B, B, sin(w,t)
Konstanty A,, A,, B, B, se urCuji z pocatecnich podminek
Alternativa zapisu obecného reSeni

Uy, = Ay cos(w,t — ay) + A, cos(w,t — a,)

u, = B1A; cos(wt — ay) + A, cos(w,t — a,)

Konstanty A,, 4,, a4, a, Se urcuji opéet z pocatecnich podminek

Priklad: UrCete vlastni uhloveé frekvence a tvary kmitu soustavy

Pohybové rovnice soustavy jsou dany vztahy ok k k
miiy + 2ku; —ku, =0 { } 2k  —k {u1} _ {0} / ST
i, — kuy + 2ku, =0 —k 2k 0

Reseni: Predpoklad - pohyb je harmonicky u; = U; cos(w;t — a) @ u, = U, cos(w;t — @)
Je ziejmé, Ze plati  uy/u; = U, /U
Po dosazeni do jednotlivych rovnic ziskame soustavu algebraickych rovnic

(2k — mw?)

] _ {0} Zobecneny problém vlastnich hodnot
—k (2k — mw})

Uy), 0 - dvoustupfiova soustava



0 os2n 2 ’ Ul
Vlastni €isla w; a vlastni vektory U; = U,J.
Charakteristicka rovnice ulohy o vlastnich hodnotach
(2k — mw?)

—k (2k — mwz)]_o = (2k- ma)z)

m2w} — 4kmw? + 3k? =0

det

Charakteristicka rovnice ma kofeny — napf. rozkladem polynomu

k 3k
(mw? — k)(mw? —3k) =0, w?= w3 =

Vlastni uhlové frekvence netlumené soustavy wq , a wy = ,E

Po dosazeni vlastnich Cisel do soustavy algebraickych rovnic

(2k — mw?) U — kU = 0

nebo

(U, (i)_Zk—ma)iz_z mw?
hi = u,) k B k

Pro vyCislena vlastni Cisla jsou
:81:2_1:1 a p[,=2—-3=-1

Necht ! =1 —) U, a U,




Obecné feSeni volného (vlastniho) kmitani netlumené soustavy se dvéma stupni volnosti
se zaklada na linearni kombinaci pohybu soustavy ve tvaru kmitu odpovidajicim
frekvenci @, a pohybu soustavy ve tvaru kmitu odpovidajicim frekvenci w,.

Priklad: Zkoumana soustava je stejna jako v predchozim . B “ )
pfikladu s pocatecnimi podminkami u;(0) = 1, (0) = u,(0) =0  « k k

Vnucena vychylka na po¢atku déje u,(0) = u, —/WV}:— " -/’VW>:- " -/’W\lf—'/
UrCete volné kmitani soustavy

Reseni: Vlastni kmity soustavy

u; = Ay cos(w;t) + By sin(w;t) + A, cos(w,t) + B, sin(w,t)
U, = A, cos(wt) + BB sin(w;t) + A, B, cos(w,t) + B, 3, sin(w,t)

Po derivaci rovnic podle C¢asu - rychlosti kmitani - vliastni tvary kmitu
U, = —A;wq sin(w;t) + Byw; cos(w4t) — A,w, sin(w,t) + B,w, cos(w,t)
U, = —A{f1w1 sin(w4t) + B, 1w, cos(w,t) — A, B,w, sin(w,t) + By f,w, cos(w,t)

Po zavedeni poCateCnich podminek — soustava 4 rovnic o0 4 neznamych
u1(0) =4, +4, =0, Uz(0) = A1y + Az, = uy,
1,(0) = Bjw; + Bw, =0 a u,(0) = B;f,w; + ByB,w, = 0.

. u u
ReSenim této soustavy rovnic 4; = 70 A, = TO B,=0 a B, =0.

u u
Vysledné kmitani | u, = (70) [cos(w;t) — cos(w,t)]| a|Uz = (70) [cos(w;t) + cos(w,t)]

(=) (



Prou, = 2mm, w; =1 rad-s™ +— 2 v@ b

aw,=w3, tedy w, =+v3 radst L o -

3 6 9 12 15

Uvedené priklady ilustruji zakladni kroky potfebné pro urCeni volného kmitani
dvoustupnové soustavy

Vypocet vlastnich frekvenci a tvartl kmitu podélného kmitani /I ]

u(x,f)

-—

konzoly pfi pouziti riznych modelu T x _

Modely s dvéma stupni volnosti - ‘ -

A. ReSeni metodou pf'ipustn)’/ch funkci ,presné“ feseni - model coSV
, . pAL20 15 EAr3 31Uy _ (0

Pohybové rovnice 0 lis 12 { } 313 4 {uz} = {0}

1/3 1/4] (i)  EA P(t)
Pfredpoklada se harmonicky pohyb Ptlige 178l * Tl arsltes) = ool
u U
{Z;} — {Zﬂ cos(wt — a) |:> {u;} = {U;} w? cos(wt — a)

Uloha o vlastnich hodnotach — zobecné&ny problém vlastnich hodnot

B 0w D -0 woe it =(555)er



Charakteristicka rovnice Po uprave

(3-20u2)(4 - 12u2) - 3—15u2)° =0 > 15(u?)° —26(uf) +3 =0
Kofeny charakteristické rovnice l
20E E _ 1,5577 |E

0,1243 (w{L)? = <_> u? = 2,486 <_) —
, 26 T/496 / p p
Hi =
30 20E E
\ 1,6090 (w,L)? = < p )ug = 32,18 (E)

,Presné reseni“ - odvozeno drive
E 1,571 |E E 4,712 |E
(W1L)xace = 2,467 <;) w1 = 7 \/; (wyL)2, 00 = 22,21 (p) Wy = T\/;
Poznamky: Obé ziskané uhlové frekvence jsou vySSi nez jejich ,presneé” feSeni

Uvedeny postup dava aproximaci shora
Zakladni frekvence je vyCislena s podstatne vétsSi presnosti nez druha frekvence

Vypocet tvart kmitu - po dosazeni u; do prvni rovnice pro vypocet vlast. hodnot
(3 —20p2)U + (3 - 15u2)UY = 0

@ 2

U, (3—20u?) . 0,514

il - = —_— = — i o = — = —0,453 a = _1,381
Pomér B; <U1> (3= 1542) Ciselné B 1136 S

Pro ziskani funkce tvaru kmitu vyuzijeme jiz dfive odvozeny vztah
2

Al ) = (%) 1y () + (%) 11, ()

5 673




Pro i-ty tvar kmitu plati Hoe
. 2
u@D(x,t) = [(E) + B; (E) ] cos(w;t — a;) nebo / /
L L
uD(x, t) = ¢;(x) cos(w;t — a;), / K
X X\ 2
kde tvar kmitu | ¢; = (Z) + b (Z) _ \,M o

B. Reseni pomoci diskrétniho modelu s nahradou tuhosti pomoci pruzin
a soustredénymi hmotnostmi

2EA , Y,

Priblizné tvary kmitu a jejich ,presné” ekvivalenty

.m/Q .m/4
Soustava pohybovych rovnic R
pAL[ {ul} ZEA[ 1 _1]{ } { } . U, u,
/. - i
;—'VW\,— m/2 FAN\N\Am/4
Predpoklada se harmonicky pohyb I

u = Ucos(w;t — a;)

Uloha o vlastnich hodnotéch ([_11 _11] — U7 [(1) g]) {((2} {8} kde pf = (g—g) w?
l



Charakteristicka rovnice (1 —pu?)(2 —2p?) — (-1)(-1) =0 => 2uf —4uf +1=0
Koreny charakteristické rovnice

2 E E 1,531 |E
uf = 0,2929 y (w,L)? = 8(0,2929) ; = 2,343 ; W, = 5 ;

, 4F+v8 /
Hi = 4

. 5 E E
us; = 1,707 (w, L) = 8(1,7070) ; = 13,66 ; W~
Tvary kmitu — z rovnice pro vypocet vlastnich hodnot

)
(1 —#iz)Ufl) — Uz(l) =0 ) B1= (U_2> =1 —uiz —> B =0707 a p,=-0,707
1

bai(x) 1 gy(x)

— 1 |I07"()7' ll 1 1
Ui = {0,707} / ¢ U = {—0,707}

0,707

Obé ziskané uhlové frekvence jsou nizSi nez jejich presné hodnoty
Zakladni frekvence je opét vyCislena s podstatné vétsi presnosti nez druha frekvence

Soustavy obsahujici tvary kmitu odpovidajici pohybu soustavy jako tuhého celku

Tvary kmitu odpovidaji nulovym hodnotam vlastnich frekvenci PEY J— S —
Soustava nebo jeji Cast premistuje (se posouva a/nebo pootaci) bez ~  _, o _

vzniku deformace oo
Zpravidla se jedna o volné nepodeprené soustavy, dale o pripady ©>0 O\\O//D

Spatné rozmistéenych vazeb, zapomenuté vazby, apod.



Priklad: UrCete vlastni uhlovou frekvenci a odpovidajici tvary kmitu soustavy
Reseni: Soustava se 2SV se mize volné posouvat horizontalné u, u,

-— o —

Jedna vlastni frekvence je nulova 2k

Pohybové rovnice 2m N
S S S S S S

2miy + 2kuy — 2ku, =0 a mi, — 2kuy + 2ku, =0
Predpoklada se u; = U; cosw; t a u, = U, cosw; t. Po dosazeni do pohybovych rovnic

ziskame (uloha o vlastnich hodnotach) Charakteristicka rovnice
(2k — 2mw?) —2k Uy _ (0 (2k — 2mw?)(2k — mw}) — (2k)* = 0,
—2k (Zk — mwiz) {Uz} B {0} resp. ma)iz(Zma)iz — 6k) =0
3k
Kofeny w?=0 a wj=—
m
Vypodet vlastnich tvard kmitu 1 I |
. . wy =0 Wi = {1}
(2k — 2mw?) UP - 2kUY = 0, -t
() 2
U 2k — 2mw; m
i=(7) = =1-of () !
U, 2k k 3k\? | |y, — { 1 }
= — 2 =
Potom By =1-0=1a B,=1-3=-2 | 2" \m ~2

Necht U; =1 v oboutvarech U; = {1} a U, = {_12}



Odezva netlumené dvoustupriové soustavy na harmonické buzeni
Metoda rozkladu podle vlastnich tvaru kmitu

Odezva na harmonické buzeni byla feSena pro soustavy s 1 SV
Moznost vniku rezonance 2 = w,

Soustavy s vice stupni volnosti maji vétsi pocet vlastnich frekvenci,
a tedy i rezonancnich oblasti

Priklad: Dvoustupnova soustava je buzena harmonickou silou p; = P, cos2t

UrCete ustalenou odezvu kazdé z obou soustfedénych y " "
hmotnosti (u, a u,) v zavislosti na frekvenci R AT 2k
Reseni provedte rozkladem podle vlastnich tvard kmitu A 1 R " | W‘"“ #
(metoda superpozice tvart kmitu). B
Pohybove rovnice Vlastni frekvence a tvary kmitu
1 0](ty 2 11U _ (P 1. vlastni tvar kmitu
mlo 2]{ﬁ2}+kl_1 3_{u2}—{0}cosﬂt .
1 1
,k M 5k 71
17 I ¢1_[1-’ D27 I 2 ¢2_[—1/2]
. . 2. vlastni tvar kmitu
Reseni:

)
1

a) Vlastni tvary kmitu sestavime do matice ®

-0,5

1 1
D =[¢,,P,] = [1 _ 1/2] Matice se nazyva modalni (mode lat. tvar)



b) Po zavedeni hlavnich (pfirozenych) souradnic n, a n, Ize zapsat transformaci

souradnic

[1 - 1/2]

Vlastni vektory (tvary kmitu) jsou ortogonalni —

N1+ 12
1
N1 —Eflz

}

u=oen|, u= ey

bazove vektory

c) Transformace pohybovych rovnic z fyzikalnich soufadnic do hlavnich soufadnic
mii + ku = p =) @7[m(®i}) + k(@n) = p(t)] =) (®"mP)ij + (®Tkd)n = &"p(¢)

J L

Mij + Kn=P|, kde M = ®"m®, K = ®Tk® a P = &P

M - modalni matice hmotnosti, K - modalni matice tuhosti, P - modalni zatézovaci vektor

Ciselné vyjadreni

l = l1 —1/2] 0 2m [1 —1/2] m
k=[1 1 ][ —kl ]
1 —1/2 —k 3kll1 —1/2

P= i _ 11/2: {%}cos(()t} = {P }cos(.()t)

'ow’ o W

5/

150/4] ’

Pohybové rovnice zapsané pomoci hlavnich souradnic

m[g 392]{22%"[8 150/4]{22}:{2

}cos(!)t)

Pohybové rovnice v hlavnich soufadnicich
jsou soustavou nezavislych rovnic
(rovnic s 1 neznamou — soustava s 1 SV)



3 15

Jedna se o rovnice 3mij; + 3kn; = P, cos(2t) a (E) mij, + (T) kn, = P; cos(2t)
d) Redeni ustalené odezvy
Predpoklada se harmonicky pohyb n; =Y; cos(2t) a n, =Y, cos(2t)
Potom
3 P, _ (@/3k)Pp - P; _ (4/15K)P,
C3k—-3mR2  1-(2/w;)? 2 (15/9k — (3/2)m0?  1—(Q/w,)?
e) Zpétna transformace do fyzikalnich souradnic

N+ }

un _ 1 1 n _

SRR A [ S W

u; = U;cos(Rt) a u, = U, cos(2t),
kde

[/ P/3k 4P, /15k al
V1= _<1 - (n/w1)2> * (1 = (ﬂ/wz>2)]

1

[{ P/3k 1/ 4pP,/15k .
V2= _(1 - (fz/w1>2> - §<1 = (rz/wz)2>]

Rezonance pfi 2 =w; a 2 = w,

Y

Amplitudo-frekvencni zavislost
(charakteristika)

* U1(2) 4 U (2)
kU kU,




Vlastni kmitani soustav s mnoha stupni volnosti 13
Zobecneni soustavy s dvema stupni volnosti

Vlastni frekvence a vlastni tvary kmitu
a) Vlastnosti matic k a m

1
Potencialni energie deformace soustavy (konstrukce) | V = EuTku je kvadraticka
funkce zobecnénych souradnic u s koeficienty k;;
1
Kineticka energie soustavy (konstrukce) | T = EﬁTmﬁ je kvadraticka

funkce zobecnenych souradnic u s koeficienty m;;

Matice tuhosti a hmotnosti jsou ¢tvercové matice symetrické vici hlavni diagonale

kT=kl|la |m’=m

Ve vétsiné pripadl modelu soustav (konstrukci) jsou matice k a m pozitivné definitni

1 1
Pro nenulovy vektoru a u plati |V = EuTku >0|a |T= EuTmu > 0
Nema-li soustava (konstrukce) dostateCny poCet vazeb, potom matice k je pozitivhée
semidefinitni, plati 1
V= iuTku >0

Pri vypoctu se to projevi tim, Zze determinant matice k ma nulové koreny, neboli jinak
matice Kk je singularni



Matice hmotnosti mUze byt semidefinitni v pfipadé, kdy mame soustavu rovnic, u které
nékteré prvky matice hmotnosti odpovidajici stupnim volnosti jsou nulové

Reéeno jinak soustava obsahuje nehmotné stupné volnosti
Priklad: Tenky Bernoulli-Eulertv prut

, w, u, - A m; 0 0 O

U 1o m, 0 o| Rotaénistupné volnosti
_ mf o M=10 0 0 0 Jjsou nehmotne I, a I, jsou zanedbany
A 0 0 0 O

b. Uloha o vlastnich hodnotach soustavy bez tlumeni
— zobecnény problém vlastnich hodnot

Pohybova rovnice volného (vlastniho) kmitani mii + ku = 0
m a k jsou matice dimenze (N, N) a vektor u(t) je dimenze (N, 1)
Predpoklada se pri kmitani harmonicky pohyb
u = Ucos(wt — a)
Po dvoji derivaci podle Casu
il = —w?Ucos(wt — a)

Po dosazeni do pohybové rovnice a po drobnych upravach

Soustava linearnich algebraickych rovnic

(k- w*m)U =0 Zobecnény problém vlastnich hodnot svazku (k, m)




Netrivialni feSeni odpovida det(k — w?m) = 0
Vyjadreni determinantu vede na charakteristickou rovnici o N korenech
Uloha méa N kofen(i 1 = w?

Usporfadana mnozina korenu podle velikosti tvofi spektrum viastnich Cisel «?

Spektrum vlastnich gisel| 0 < w? < w3 <...< W2...< W% \

Kazdému vilastnimu Cislu | w

SN

odpovida vlastni vektor | U,. = ,kder=1,2,...,,N.

UnJ,

Resenim je N vlastnich thlovych frekvenci w, respektive frekvenci f- a N vlastnich
tvard kmitu sestavenych z vlastnich vektoru

Wy _27‘[_1

fr= o C> r-ta perioda | T, = w—r = ﬁ

Z praktickeho hlediska maji pro stavebni konstrukce vyznam pouze frekvence
v oblasti od 0 do 500 Hz
Vysoké hodnoty frekvenci pfi feSeni kmitani konstrukci nemaji zpravidla fyzikalni smysil

c. Normovani
Vlastni vektor Ize zapsat ve tvaru U, = c,.¢,., kde c, je konstanta
Tfi zakladni zpUsoby normovani - obdobné jako u soustav co mnoha stupni volnosti



1) Uprava r-tého tvaru tak, Ze (¢;),, = 1 pro vybranou soufadnici

2) Uprava r-tého tvaru tak, Ze (¢;), = 1, pro |(¢;),| = max;|(¢;),|
tj. maximalni hodnota premisténi odpovida souradnici i

3) Uprava r-tého tvaru tak, Ze modalni (zobecn&na) hmotnost M, = ¢ me,
je rovna jedné, tj. M, = 1

d. Vlastni tvary — pripad jednonasobnych vlastnich cCisel
Necht matice D je dana rovnici

D(w,)=k—w?m +

Predpoklada se, ze souradnice 1 v rovnici neodpovida uzlovému bodu v r-tém tvaru
Potom rovnici 4+ Ize prepsat takto

[Daao) Das(er))( | -9}

Dpo(w,;) Dpp(wy )l (@Pp ¢

2

kde vlastni tvar (vektor) ¢, je upraven tak, ze (¢;), =1 a (Pp)r = ¢3
dn/ .

Je-li w, nenasobna, potom hodnost matice D, (w,) je (N — 1) a Dy, (w,)
neni singularni

Dopocet ¢lend vektoru ¢, 1ze provést podle predpisu (¢p,), = —[Dpp (w,)] 1Dy (w,)
napf. Gaussovou eliminaci



Pfiklad: Pro soustavu uréete w? pror = 1,2,3 o o o P
a vykreslete pribéh charakteristického polynomu . ' :

Vycislete tvar kmitu odpovidajici w, / SISl o BYPHE e VP o VPN
Reseni: Matice tuhosti a hmotnosti S S e
2 -1 0 1 0 O
k=|-1 2 —1] a m= [O 1 O]
0 -1 2 0 0 1
Potom
(2 — w?) —1 0 Charakteristicky polynom soustavy
D(w) = —1 (2 — w?) —1 je roven 0
0 —1 (2 —w?)| det[D(w)] =2 - w?)(w*—4w*+2)=0

Vypoétené kofeny polynomu (vlastni &isla) w? =2 —v2, w? =2 aw3 =2 ++2

dét D (w)
4

Pribéh determinantu 0

4

Vypocet vlastniho vektoru (tvaru kmltu) odpovidajiciho w,

peeten) b 9] 55 bt =[] @ et = ()




Inverzni matice [Dy;,(w,)]™! = [ L _1], potom

()2 = ~ D@ Dpa(wr) = [ ° {1 ={2)

1 ! .
Protoze (¢,), = 1, potom tvar kmitu odpovidajici w, ¢, = { 0 } 2\_1
e. Ortogonalita vlastnich tvart !

Obdobné jako u modell spojitych soustav
Pro rdzné frekvence w, # w, plati

¢§m¢r = 0| - ortogonalita vzhledem k matici hmotnosti

Tkep, = 0 | - ortogonalita vzhledem k matici tuhosti

f. Vlastni tvary — pripad nasobnych viastnich cisel

MuazZe nastat pfipad, kdy frekvence jsou velmi blizké (numericky) popf. teoreticky stejné
(Ctvercova deska, cyklicka symetrie u turbin apod.)

Potom se muze jednat o nasobné frekvence

Pokud plati w, = w41 =...= w451, j€ Vlastni Cislo p-nasobné nebo p-nasobna vlastni
frekvence

p-nasobnému vilastnimu Cislu odpovida p linearné nezavislych vlastnich vektoru
Tyto vektory tvofi podprostor viastnich vektord dimenze p

Vypocet téchto vektort vyzaduje specialni postupy



g. Modalni matice
Modalni matice soustavy je matice tvorena sloupcoveé usporadanymi vlastnimi vektory

(tvary kmitu) O=[d by - byl

h. Zobecnéna matice hmotnosti a zobecnéna matice tuhost

Diagonalni matice hmotnosti M M=®"m® = diag(M,M,,...,My)

Diagonalni matice tuhosti K K= ®Tk® = diag(K{, K>, ..., Ky)

Jsou-li vlastni tvary normovany tak, ze M, = 1, potom mnozina vektoru (tvart kmitu)
se nazyva ortonormalni — ortogonalni a normovana

Matice M je potom jednotkovou matici ®"'me =1

a|®Tkd = A,| kde A = diag(w?, w3,...ws)

i. Teorém o rozkladu

Obdobné jako u spojitych systému plati pro soustavy s mnoha stupni volnosti
Ize libovolny vektor u vyjadfit jako linearni kombinaci nezavislych vilastnich vektoru

N

1
= Z ¢ ¢, kde ¢, = (ﬁ> $Tmu

r=1 r

Uvedeny vztah je zakladem metody rozkladu do vlastnich tvaru kmitu



Obecné reseni volného (vlastniho kmitani)

Vlastni kmitani netlumené soustavy o N stupnich volnosti v r-tém tvaru
muzeme s vyuzitim teorému o rozkladu zapsat

u, = ¢, cos(w,t — a;)

Potom obecné rfeSeni, dle rovnice
N

N
u= z cy ¢, cos(w,t —a,) nebo |U= Z ¢-la, cos(wrt) + by sin(w,t)]
r=1

r=1

2N koeficientl (c,, a,-) nebo (a,, b,.) se ur€i z pocatecnich podminek u(0) a u(0)

N N
Napfiklad koeficienty a,. a b, ur€ime z vyrazi u(0) = Z ¢.a. a u(0) = z ¢.-b,
r=1 r=1

Po vynasobeni rovnic ¢lenem ¢Im

_¢Imu(0) , _ ¢Imu(0)
" MT " MT(UT

Priklad: S vyuzitim uvedenych rovnic sestavte vyrazy pro odezvu pfi vlastnim kmitani
dvoustupnoveé soustavy y " "

Pocatecni podminky Mat. hmotnosti Vlastni tvary kmitu /—’VfN\:— m FAWWH 7 FAWW-
(0 . _ (0 _m 0 _ 1 _ 1 o
u(0) —{uo}, @) = {0} m=[7 ] ei={} =1}




Reseni:

a) VypocCet modalnich hmotnosti M,. ze vztahu M, =

$rme,

M, =[1 1] [’g 7?1]{1}=2m a M,=[1 —1] [’g r(r)z]{—11}=2m

T
b) Vypocet koeficientli a, a b,, q, = Pr II‘\‘/I“(O),
r
_m 01(0)y_¢( O
kde mu(0) = [O ° {uo} _ {muo
_ ¢{mu(0) _ 1 0 ) U
a; = M, =\2m [1 1] {muo}— >
_ ¢£mu(0) _ 1 0 _ Ug
Az = M, il [1 —1] {muo} ==
2
c) Nakonec u = Z a, ¢, cos(w,t)
r=1
() = (1 oy - 221 Jeostont) | ebo

- ¢ mu(0)
" MT'(’UT

)

f o mo=[g 1=

u,(t) = (%) [cos(w;t) — cos(w,t)]

u,(t) = (%) [cos(w;t) + cos(w,t)]

dalals




Rayleightiv kvocient (podil) u soustav s mnoha stupni volnosti
Obdobné jako u soustav s co mnoho stupni volnosti

2 _ p(U) = U'kU
= ~ U'mU
N
U rozlozime do fady ortonormalnich tvart ¢, (M, = 1 pro vSechnar ), U = z ¢ @,
Vzhledem k ortogonalité vlastnich tvaru r=d

wict + wici+...twick

cZ + co+...+ck

R(U) =

Lze dokdzat, Ze | w? < R(U) < w?

Je-li w; # 0 potom

R(U) = w? 1+ (cp/c)?(wy/w1)?+...+(cy/c1)*(wy/w,)?
= W] 1+ (Cz/C1)2+- - +(CN/C1)2

Protoze w; < w, <...< wy, potom kazdy Clen v Citateli je vétSi nebo roven
odpovidajicimu Clenu ve jmenovateli

Tedy R(U) > w?

Obdobné Ize dokazat, Ze R(U) < wj



Rayleighova metoda - slouzi k aproximaci zakladni frekvence wg
Necht u(t) = Ucos(wpt) = YU cos(wrt), kde P je pFipustny tvar (vektor)

Potom u(t) = —wrUsin(wgt) = —wpyU sin(wgt)

. 1 1
Protoze V = EuTku aT-= El'lel'l

1. 1 . ~
Potom V. = EkU2 a  Tpax = Ew}%muz, kdek =y'kyp a m =y my

Pro konservativni soustavu (soustavu bez disipace energie) plati V,2x = Tax

k
Potom | R(U) = wi = =

Opét plati w? < wz < wg
Je-li pripustny vektor blizky tvaru kmitu ¢, potom Ize urcCit s velkou presnosti wpg

Rayleighova-Ritzova metoda - metoda dovoluje ziskat aproximace frekvenci N tvard,
kde N < N

Pfedpoklada se harmonicky pohyb u(t) = U cos(wt — a)

N

Vektor U |ze rozlozit do fady U = z Uy; =PU , kde ¥ = [, Y, ..., Py]
i=1

P, jsou linearné nezavislé pripustné vektory (tvary)



Za predpokladu, ze Vi.x = Tmax

N SV 0,0k, GTkO
Rayleightiv kvocient (podil) R(U) = @2 = 1:,‘1 Ié—lA‘AJ U _ —
kde i( = PIKkY a m =Y ' m¥y =14j=1 Uinml] =

Hodnota @2 je zavisla na hodnotach U;, i = 1,2,...,N
Ritz pfedpokladal, Ze koeficienty U; je mozné uréit z podml’nky stacionarity R(U)

OR(U) =0,i=12,....N Zaména R(U) = (U) :> N(U) (U) D(U )aN(U)

0

— N N
: , N(U) oU. *_ kiU 2,\ ~ ZA —~
Rovnice ma tvar w? = - i _ -2 = A0 = k.0
T RLI() 2N @O, : T L
W j=1 lj*¥j ]=1 ]:1
l

C -

Jloha o vlastnich hodnotach vede na N aproximaci frekvenci a)r a tvarti kmitu U,

Metoda redukuje soustavu s N SV na soustavu s N SV u(t) = Z Y1, (t) = Pu(t)

S vyuzitim Lagrangeho rovnic v obecném pripadé =1

mu + & + ki = p(t),| kde mi =P 'mP, ¢ =PTc?, k=PTkY a p(t) = PTp(t)




Numerické metody pro vypocet tvara a frekvenci soustav s mnoha stupni volnosti

A Vypoc€et vsech vlastnich hodnot redukované soustavy

Householder — bisekce — inverzni iterace

metoda je ucinna, kdyz hledame vSechny vlastni frekvence a tvary kmitu a matice jsou
pIné nebo s velkou Sifkou pasu (do 5000 rovnic) —

a) Guyanova redukce — pfevod z velkého poctu stupiu volnosti na maly pocet

b) Pfevedeni na standardni problém vlastnich Cisel

c) Aplikace Householderova postupu na prevedeni matice na tridiagonalni tvar

d) Kombinace bisekce s kontrolou pomoci Sturmovych posloupnosti — vypocet vlastnich Cisel

e) Metoda inverznich iteraci s posunutim — vypocet vlastnich vektoru

f) PfepoCet na puvodni (neredukovany) pocet stupnud volnosti

B Vypoc€et vlastnich hodnot v levé €asti spektra

Iterace podprostoru

u soustav s velkym poc¢tem rovnic (fadové 100 000 rovnic) — vyuziva podobnostni
transformaci s Rayleighovou-Ritzovou metodou

Lanczosova metoda

provadi reSeni po blocich — prevod na tridiagonalni tvar pomoci podobnostni
transformace

V soucCasné dobé nejefektivnejSi metoda nahrazujici iteraci podprostoru

Metoda dovoluje urCovat frekvence a odpovidajici vlastni tvary v zadanych
frekvencnich mezich (fradové do 1 000 000 a vice rovnic)

Vsechny uvedené metody jsou iteracni
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Metoda rozkladu podle tvart kmitu
Soustava pohybovych rovnic Pocatecni podminky
mii + ca + ku = p(t) u(0) =u, a u(0) =u,
Obecné maji matice m, ¢ a k nenulové mimodiagonalni (svazuijici) Cleny
- nejCasteji k;; = kj; # 0

Pohyboveé rovnice predstavuji soustavu N simultannich rovnic o N heznamych.
V metodé rozkladu podle tvaru kmitu soustava zavislych rovnic je transformovana
na soustavu N nezavislych rovnic s vyuZzitim tvard kmitu.

Zakladnim krokem metody rozkladu podle tvaru kmitu je vypocet vlastnich frekvenci
a tvaru kmitu (predpoklada se, Ze ve vypoctu jsou pouzity vSechny tvary), tj. N tvaru
kmitu. Prakticky |ze pracovat pouze s nékolika tvary kmitu.

Uloha o vlastnich hodnotach (modalni analyza, zobecn&ny problém vlastnich hodnot)
(k—w,m)¢p, =0, kder=1,...,N

Resenim ziskame dvojice (w?,¢,), pror =1,...,N

Tvary ¢,- mohou byt normovany, jak bylo uvedeno drive

Vypocéet modaini hmotnosti M, = ¢pIme,

Vypod&et modalni tuhosti K, = wfM,

Plati podminky ortogonality vlastnich tvarl ¢ m¢, = pLkep, =0, pror # s



Vlastni tvary jsou usporadané do modalni matice
P = [, P3, ..., Pn]

Stézejnim krokem metody rozkladu podle tvart kmitu je transformace souradnic

N
u() = e = ) ¢,1:(0)
r=1

Souradnice 7n,.(t) se nazyvaiji hlavni (vlastni, pfirozené) soufadnice

Po dosazeni do pohybovych a po vynasobime zleva transponovanou modalni matici ®*

Mi + Cn + Kn = P(t),| - pohybové rovnice v hlavnich soufadnicich n,.(t)

kde M = ®"m® - modalni matice hmotnosti
C = ®"c® - modalni matice tlumeni
K = ®Tk® - modalni matice tuhosti
P(t) = ®"p(t) - modalni zatéZovaci vektor

Vzhledem k podminkam ortogonality matice M a K jsou diagonalini.

Soustava rovnic je vzajemné zavisla pouze pomoci mimodiagonalnich ¢lent matice
tlumeni C.

Existuji vSak specialni typy tlumeni, kdy modalni matice C je diagonalni.

Potom soustava pohybovych rovnic v hlavnich souradnicich predstavuje soustavu N
nezavislych rovnic.



Celkova odezva n(t) muze byt ziskana po zavedeni poCatecnich podminek
u(0) = en(0) a u(0) = en(0)

Po vynasobeni téchto rovnic ¢lenem ®"m zleva, ziskame
®"mu(0) = Mn(0) a ®"'mu(0) = Mn(0)

Matice M je diagonalni, potom |lze modalni poCateCni podminky zapsat takto

n-(0) = <ML> é'mu(0)| a | 7,.(0) = (Mi) $’mu(0).,| pror=12,...,N

Vyresi se soustava pohybovych rovnic v hlavnich soufadnicich — soustava nezavislych
rovnic — jednostupriové soustavy v hlavnich souradnicich

Reseni numerickou integraci s modalnimi po&ateénimi podminkami — Duhamelayv integral
Po nalezeni feSeni v hlavnich soufadnicich n,.(t) se provede prfepocet do pavodnich

N
Souradnic podle vztahu u(t) = dn(t) = z ¢.n,-(t)
r=1

Reseni odezvy netlumené soustavy rozkladem podle tvarti kmitu v pfemisténich
Pldvodni uvahy se vztahuji k pfipadim, kdy se pracuje s plnou mnozinou N vlastnich
tvard

Metoda rozkladu podle tvart kmitu je efektivnéjsi, pracuje-li se pouze se zuzenou
mnozinou vlastnich tvard soustavy

Vybér poctu vlastnich tvaru ovliviuje presnost reseni

Relativné maly pocet tvart produkuje velmi dobrou aproximaci presného rfeseni



Premisténi u(t) lze aproximovat vyrazem

N
() = B = ) $e1r(0), kde B = [¢1, 5. 5]
r=1

Je vyuzito pouze N vlastnich tvart z celkového poé&tu N tvar(, kdy N << N
(napfiklad N =50, N = 1000)

Pro netlumenou soustavu pohybové rovnice v hlavnich souradnicich

Mn + Kij = P(b)
Modalni matice tuhosti a hmotnosti jsou diagonalni soustava pohybovych rovnic
je soustavou N nezavislych rovnic

MTﬁT‘ + Krnr — Pr(t)1 r = 11 2,...,[\7, kde MT‘ — ¢Zm¢‘r‘1 KT‘ — ¢z‘1k¢7‘ a P‘r‘(t) — ¢Zp(t)

Celkova odezva v r-tém tvaru muze byt vyjadfena jako superpozice odezvy na modalni
pocatecni podminky a odezvy na modalni sily P.(t)

r rY=r

17(6) = 1,(0) cos(wyt) + (%) i7(0) sin(wyt) + ( = ) | B@sinfonc - D) dr

Resenim jsou funkce premisténi n,.(t)
Po vyreseni odezvy v hlavnich souradnicich se provede zpétna substituce

N
6() = BAW) = ) ¢,1,(0)
r=1



Ustalena odezva netlumené soustavy na harmonické buzeni p(t) = P cos(Qt)
Modalni zatizeni P(t) = (®TP) cos(2t) nebo PB.(t) = E, cos(2t), kde F. = ¢pLP

U
PFi uziti vztahu pro soustavus 1 SV u, = (1 _Orz) cos(t) | kde Uy = %
® <F> - ] @t)
= COS
i K ) |1= @/, o

Po zpétné transformaci — dosazeni n,-(t) do t(t) = ®%(t) = Z ¢.-n-(t)

r=1

N
ut) = Z P, b 1 cos(0t)| - ustalena odezva bez utlumu
£ 7T\K, ) |1 = (2] w,)?

Priklad: Ctyfpatrova budova je modelovana jako rovinna konstrukce s ohybové
poddajnymi sloupy. Harmonicka budici sila P; cos(2t) pusobi v urovni stfechy

Urcete: L1

, , . , , , P=cos(21r) m=110kg
a) Modalni hmotnosti M, a modalni tuhosti K, —

4 ’ V' l\—|= 810 _
b) Modalni sily F.(t) m=2
c) Vyraz pro ustalenou odezvu n,.(t) k=1610 [,

d) Vyraz pro i, (t) k=2410 2

e) Vytvorte tabulku ampl. funkce @i, (t) piiN=1,N=2a N = 3
pro budici frekvence 2 = 0, 2 = 0,5w; a 2 = 1,3w; akca
a urcete u,(t) pri N = 4

f) Provedte rozbor feSeni




Je dano: Matice tuhosti konstrukce Matice hmotnosti konstrukce

1 -1 0 0] 1 0 0 0]
-1 3 -2 0 _1.404]0 2 0 O
k=8-10° 0 2 & _a m=1-10 00 2 0
0 0 -3 7| 0 0 0 3
Vlastni Cisla zobecnené ulohy Vlastni vektory (tvary kmitu)
0,17672 1,00000 1,00000 —0,90145 0,15436 ]
5 0,87970 5 o — 0,77910 -0,09963 1,00000 —-0,44817
®° =191 68746 ( 10 ~ 10,49655 —0,53989 —0,15859 1,00000
3,12279 10,23506 —-0,43761 —0,70797 —0,63688
Vlastni uhlové frekvence Vlastni tvary kmitu
13,294
) 29,660
“=141,079
55,882
Reseni: = 2116 Hz f, = 4714 Hz f, = 6,538 Hz f, = 8,894 Hz

a) Vypocet modélnl’ch hmotnostl a modalnich tuhosti

M, =¢Im¢p, a K, = w3:M,



1,00000\7 [1 - 104 0 0 0 1,00000 M, = 2,97288 - 10*

M. = 10,77910 0 2104 0 0 0,77910 M, = 2,17732 - 10*

17)0,49655 0 0 2-104 0 0,49655 (’ M; = 4,36653 - 10*
0,23506) | 0 0 0  3-104\0,23506

M, =2,97288 - 104
K, = wiM; = 507,695 - 10* K; = wiM; = 7368,43 - 10*
K, = wiM, = 1915,39 - 104 K, = wiM, = 11374,4 - 104
b) VypocCet modalnich sil
Py

pP= 8 = F=¢:p ) Fy =Py, F, =P;, F3=-090145P; a F, = 0,15436P,
0

(E./K,.) cos(t 0
c) Jedna se o harmonické buzeni 1,(t) = r/(lr)_ > ) ,kde 7. = o
r

d) Hledana aproximace 1, (t) (v posunutich)

N 1,0 - P; cos(t) _ |
i, (t) = Z(¢1)rnr(t) w(®) = 557595 0t —2/17672] |V -1
r=1 1,0 - P, cos(Nt)
T 1915,39 - 10[1 — 22/879,70]
—0,90145 - (—0,90145) - P, cos((2t)

7368,43 - 104[1 — 02/1687,46]
0,15436 - 0,15436 - P, cos(2t)

* 11374,4 - 1041 — 2?2 /3122,79]

=)
I
N

=)
Il
w

e) Vyraz pro vSechny
tvary kmitu u, (t)




Konstanta c ve vyrazu u,(t) = cP; cos(Qt), viz tabulka

N=1 N=2 N=3 N=4
N=0 1,970 - 107 2,492 - 107 2,602 107 2,604 - 107
) =0,5w, 2,626+ 107 3,176 - 10”7 3,289 - 107 3,290 - 107
) =1,3ws3 —1,301-10% —-3,630-108 —5,228-108 —4,987 - 108

f) Zaveéry
Pri uziti pouze jednoho tvaru kmitu pro zadnou budici frekvenci nebyla ziskana
dostateCne presna aproximace reseni.

Pri uziti tfi tvart kmitu bylo ziskano prakticky pfesné feSenipro 2 =0a 2 = 0,5w;.
Protoze budici frekvence 2 = 1,3w5 vlastni frekvenci w, neni mozné ziskat vérohodné
feSeni pfi mensim poctu tvaru

F _¢7P

K, K

hraje stejnou roli jako statické premisténi U, u jednostupnovych soustav
Piiklad: Pro Ctyfpatrovou budovu feSenou v predchozim prikladu se ma vy islit

Modalni staticka vychylka D, =

1 1
" . .- _ )0 _ 1
E. a D, pro dva pripady zatizeni p, = o’ & Pr= 1 (
Reseni: S vyuzitim tvart kmitu 0 1
1,00000\" (1 1,00000\" (1
_ 0,77910 0 _ 0,77910 1
— AT — ’ — — — ’ —
Fia = @1Pa =90 49655 ( o= 100999 Fap = D1Pa =9 49655 ( 1 ( = 221071
0,23506 0 0,23506 1 atd.



F,, = 1,00000 F,, = 251071
F, = 1,00000 F,, =-0,07713
F
F

Modalni sily

., =-090145 F,, =-0,76801
w = 015436 F,, = 0,06931
D,, = 1,9697-107 D,, = 4,9453-107

oo e E. D, = 52209 10" D, =-0,4027-10-8
ypocet modainich vychylek Dr =3~ p = _12234.10% D, =-1,0423 10~
D, = 1,3571-10~° D,, = 0,6094 - 10~

Tvar kmitu spolecné s rozdélenim sil urCuje hodnotu F,
V pfipadé, ze tvary jsou normovany vzhledem k 1, potom tuhost vzrista s Cislem tvaru

Reseni odezvy netlumené soustavy rozkladem podle tvart kmitu ve zrychlenich
Pri reSeni v premisténich - nedostatky:

ReSeni selhava v pripadé statického zatizeni

Konvergence ke spravnému reSeni je obvykle pomala

Reseni ve zrychlenich - nedostatky odstranuje

Soustava pohybovych rovnic mii + ku = p(t) je pfepsana u = k= 1(p(t) — mii)

Clen ii Ize aproximovat pomoci ti obdobné jako u feseni v premisténich

Aproximace ol = k~(p(t) — mu). S vyuzitim vztahu

u) = Z ¢.-ij-(t), aproximace i = k~p(t) — k- Z mae,.ij,

N
1
Vzhledem ke vztahu (k — w,m)@, =0, kder=1,...,N II> u=k"'pQ) - z <E) o
- T




o= k~'p() - Z( )«prnr

Prvni €len v rovnici predstavuje pseudostatickou odezvu
Druhy Clen v rovnici dava uvedené varianté nazev
(FeSeni ve zrychlenich)

Clen w? ve jmenovateli zvySuje rychlost konvergence varianté feseni v pfemisténich

Priklad: Zadani je shodné s pfedchozim prikladem

Urcete:
a) Vyraz pro i, (t)

b) Vytvorte tabulku amplitud funkce i, (t) pfi N = 1, N = 2 a N = 3 pro budici
frekvence 2 =0, 2 = 0,5w, a 2 = 1,3w3, urCete u,(t) prfi N = 4,

porovnejte s fresenim pfi N = 4 a s predchozi variantou reseni
[2,60417

c) Provedte rozbor feseni

Matice a inverzni k matici tuhosti a=k™! =

Reseni:

a) fi;(t) = a1 P, cos(2t) — Z < )(¢1)r77r

E. 1
K>[1 - (-Q/ r)z

Po dosazeni do vychozi rovnice

Dale n,-(t) = <

1,35417
0,72717
10,31250

tiy (t) = a;1pq cos(Qt) + 2 < ) (D1)r1r

1,35417
1,35417
0,72717
0,31250

0,72717
0,72717
0,72717
0,31250

0,312507

0,31250
0,31250

0,31250,

] cos(2t). Z ¢ehoz plyne, Ze 7i,-(t) = 2%n,(t)

1077



Potom

u.(t) = 2,60417 - 10”7 P, cos(2t)

(2%/176,72) - 1,0 - P; cos(t)

507,695 - 10*[1 — (22/176,72)]

N=1

=)
Il
N

(22%/879,70) - 1,0 - P; cos(£2t) N=3
1915,39 - 10*[1 — (22%/879,70)]
(2%/1687,46) - (—0,90145) - (—0,90145) - P, cos(2t)
7368,43 - 10*[1 — (2%/1687,46)]
(2%/3122,79) - 0,15436 - 0,15436P; cos(f2t)
11374,4 - 104[1 — (22/3122,79)]
b) Konstanta ¢ ve vyrazu u,(t) = cP; cos(2t), viz tabulka
N=1 N=2 N =3 N=4
N=0 2,604 - 107 2,604 - 107 2,604 - 107 2,604 - 107
N =0,5w, 3,261 - 107 3,288 - 107 3,291 - 107 3,291 - 107
N =1,3w; 5044 -108| —2,506-108| —5,207-108| —4,987-103

c) Zavéry

1) Pfesné statické reSeni Ize ziskat pfi 2 = 0 bez uvazovani tvard kmitu.
2) Pro nizkou frekvenci 0,5w, staCi pouze jeden €len fady pro ziskani uspokojivého
feSeni - po pridani dalSich ¢lenu pfesnost aproximace prudce vzrista.

3) Protoze budici frekvence 2 = 1,3w5 je blizka vlastni frekvenci w, neni opét
mozné ziskat vérohodné feSeni pfi mensim poctu tvaru.




Rovnice nr(t) = 77r(0) COS(a)rt) + (%) ﬁr(o) Sin(wrt) + (

r

Mrwr
0

muZze byt pouzita pro vypocet 7j..(t)
P-(¢)

t
> j P.(7) sin[w,(t — 7)] dt

Rovnice pro fir = —w#1,(0) cos(w,t) — w,1-(0) sin(w,t) + M j P.(7) sinfw,(t — )] dt

T'

muZze byt upravena integraci po ¢astech (per partes) na konecny tvar

0

iy = —w2n,(0) cos(w,t) — w7 (0) sin(wrt) + Mi{a(m cos(wr) + |

t

dt

< [P-(D)] cos[w,(t — 7)] dr}

Reseni rovnic se zpravidla provadi numericky

Vypodtovy postup ukazal na moznost pracovat pouze s N vlastnimi frekvencemi
a odpovidajicimi vlastnimi tvary kmitu — takto se Casto postupuje u praktickych uloh
Dulezity krok je vybér poctu frekvenci a tvart — vyZzaduje se min. 90% kmitajici hmoty

Reseni rozkladem podle viastnich tvart kmitu visk6zné tlumenych soustav

Popisuje se metoda rozkladu podle vlastnich tvart kmitu pfi FeSeni odezvy soustav
s viskdznim modelem tlumeni - soustava modalnich pohybovych rovnic

je opét vzajemné nevazana.

Specialni pozornost je vénovana odezvé na harmonické buzeni - tato odezva hraje
dulezitou roli pfi navrhu a posouzeni konstrukci zatizenych rotujicimi u€inky stroju,

buzenim vétrem, dopravnim proudem (chodci) apod.




Pohyboveé rovnice v modalnich souradnicich popisujici soustavu s mnoha stupni volnosti
Mi + Cn + Kn = P(¢t)

Predpoklada se, ze soustava je tlumena — viskdzni model tlumeni

Matice tlumeni c je takova, Ze plati ¢plcdp. =0 pror # s

.. - 1
Ny + 2¢-wp Ny + WEN, = ﬁ Pr(t); ¢ pror=1,2,..., N
r

Potom soustava pohybovych rovnic je soustavou vzajemné nevazanych rovnic
Soustava rovnic muze byt zapsana (jednostupnové soustavy v modalnich soufadnicich),
kde ¢, je modalni tlumici faktor (modalni tlumeni)

C 1
Lze jej vycislit ze vztahu | ¢ = ZMTa) = (ZM - >¢Zc¢r
r-r r-r

Reseni rovnic <> se provadi stejnym zplsobem jako u jednostupriové soustavy
t

1
n,(t) = <M - >jPT(T)e‘5r“’r(t‘T) sin[wg, (t — )] dt + 1n,-(0)e ~57®rt cos(wy,t) +
r%dr

0 1 _ ,
+ (a) > [1,(0) + ¢, w,n,-(0)] e~ $r®rt sin(wy,-t)» (Duhameldv integral)
ar

kde | wg = w, [1 =2 | - vlastni tuhlova frekvence tlumené soustavy




Po vyfeSeni N modalnich rovnic <> se provede zpétna substituce do rovnice
N
u() = ) ¢y (©
r=1

Je-li pouzito pouze N tvar(i (feSeni v pifemisté&nich), potom fedeni Uplné ignoruje
vivtvarU N +1az N

V pfipadé fedeni ve zrychlenich se vychazi'Z fovnice
u =Kk p(t) — cu — mii]

Potom aproximace reseni

(o) = kp(0) k- cqurnr(t) k" mZ( )qbrnr(t)

Metoda rozkladu podle vlastnich tvari kmitu v pripadé vypoc¢tu ustalené odezvy
visk6zné tlumené soustavy harmonicky buzené silou p(t) = P cos(2t)

1
V tomto pfipadé 7, + 2{ w1, + Wi, = (M_> E. cos(t)
r

kdeE. se uréi ze vztahu F. = ¢TP %

Stejné jako v pfipadé soustavy s 1 SV, Ize ziskat feSeni v komplexnich Cislech

E.
77 +2(rwrn +(‘)rn _(‘)1%< >emt
K.



Ustaleny stav 77, |ze vyCislit ze vztahu
ﬁr — Enr/Fr(-Q)Frem ‘ &

kde ﬁn 1r, () je funkce komplexni frekvencni odezvy pro hlavni souradnice
H,(0) = Ty g5, (0) = —— 1

77r/Fr ( — rrz) + i(zcrrr)

Obdobné jako dfive u jednostupriovych soustav

E./K 2
ny(t) = — cos(2t — a;), kde tana, = Crrrz
JA =12 + (24,7)? 1—7;
Komplexni frekvencni odezva u ve fyzickych (zobecnénych) souradnicich
v komplexnim vyjédFenl'

u(t) =en(t) = z ¢.1,-(t) je funkce komplexni frekvencni odezvy pro hlavni

=1 souradnice
Po dosazenl rovnice %, ® a ¥, pro fyZ|cke sourfadnice mame rovnici pro odezvu u,
Tp
(o) = Z ¢r¢r [ ]
—1 (1 — T ) + 1(25r7‘r)

Funkce komplexni frekvenéni odezvy H; i(2) pro fyzicke souradnice na jednotkové
harmonickeé buzeni p

_ _ (P (¢5)
Hij(Q) — Hui/pj(-Q) = ( ’

[(1 — I ) + l(zzrrr)]

r=1



Ustalena odezva u(t)

P 1
u(t) = z <¢r¢r ) - cos(Nt — a,) |,
r=1 \/(1 — 1 )2 + (2(7«7’7«)
kde «, se urCi z rovnice | tana, =%

Graf funkce ﬁij (12) v komplexni roviné se nazyva grafem komplexni frekvenéni odezvy
V tomto pFl’padé 0 je parametr a slozka I(H) je vykreslovana vzhledem k R(H)

(¢ )r(cp, (1 -7
R(Hy) = 2 —nrH)2+ (Zfrrr)zl
a
@ (¢ )r(¢] —20,7;
— 1)+ (2417)?
) . 3 0 m‘mr‘m ‘
Nékdy se zobrazuje R(H) a I(H) vzhledem k f = —— S /

0,01

Funkce frekvenéni komplexni odezvy se nazyva - 001
také prenosova funkce |

a Casto se vyuziva pro urCovani vibracnich 00
charakteristik pfi experimentu

0,03
002 400 5,00 6,00 7.0 4,00 5,00 6,00 7,00



Dynamicka napjatost v pripadé metody rozkladu podle tvaru kmitu

Metoda rozkladu podle vilastnich tvart kmitu byla aplikovana pro uréeni Casové odezvy
funkce pfemisténi u(t) — jednoduse se daji urcit derivace dle Casu (rychlost a zrychleni)
V dynamické analyze se ¢asto vyzaduje urcit Casovy prubéh napjatosti (moment,
posouvajici sila, normalové a smykové napéti apod.) nebo extrémni hodnoty napéti

v urCitych mistech konstrukce

Symbolicky Ize napjatost ziskanou metodu rozkladu podle vlastnich tvard kmitu
v premisténich vyjadrit takto:

N
8(H) = ) S1,(0)
r=1

kde S, je prispevek do vektoru napeéti ¢ od r-tého tvaru kmitu prin, = 1

V pripadé reseni ve zrychlenich
N

» 1 .
G(t) = Ops — z <_2> SiTiy (t)
= \@r
kde index ps oznacuje pseudostaticke reSeni
Reseni ve zrychlenich je vyhodnéjsi vidi feSeni v pfemisténich z hlediska rychlosti
konvergence

Priklad:
Pro reSeny priklad Ctyfpodlazni budovy se maji urCit vyrazy pro pricne sily o;
na urovni jednotlivych podlazi odpovidajici r-tému tvaru kmitu.



Reseni: Z relativnich posunuti jednotlivych podlaZi - napjatosti

oy = ki(uy —uyp), g, = ky(uy —uz), 03 = k3(uz —uy) a g, = ky(uy —up)

Maticove Pro r-ty tvar kmitu plati
o} kg —ky 0 0 7 (us 51 kg —ky 0 01 (%1
o)) _ 0 kz _kZ 0 Uu, s = Sz _ 0 k2 _k2 0 (Pz
O3 - 0 0 k3 —k3 Us ! r 53 0 0 k3 —k3 (l)g
Oy 0 0 0 k, 1 \Usg S4/,. LO 0 0 ky 1\ps/ .
Pro hodnoty k a @ z uvedeného prikladu
176,72 879,70 —1521,16 482,02
_)452,08( ., _ ) 70442 ( .., _ ) 185374 ( .. _)—=231717( .,
1= 627,58 10%, 5 = —254,47 10% 55 = 1318,51 10% a5, = 3928,51 10
752,19 —1400,35 —2265,50 —2038,02

Hodnoty modalnich sil vzrastaji s Cislem tvaru kmitu - z tohoto divodu konvergence
hodnot napjatosti je pomalejSi nez konvergence hodnot premisténi

Proto se pfi urCovani napjatosti s vyhodou se vyuziva metoda rozkladu podle

tvart kmitu ve zrychlenich

Zavéreéna poznamka k metodé rozkladu podle vlastnich tvara kmitt

Metodu rozkladu podle tvard kmitu nelze pouzit pro feSeni uloh, kdy matice k a m
se méni v Case (materialova a geometricka nelinearita), zména okrajovych podminek
(kontaktni uloha) a v pripadé neproporcionalniho utlumu



Metody primé integrace pri reseni dynamické odezvy 15
Utlum mnohostupiiovych soustav

Pri feSeni odezvy rozkladem podle vilastnich tvart kmitu byl uvazovan specialni pfipad
viskdzniho tlumeni - tlumeni vyhovovalo rovnici ortogonality

¢plcp, =0,pror +s

Matice ¢ je matice viskdzniho tlumeni ve fyzickych (nebo zobecnénych) souradnicich
a ¢ jsou vlastni tvary kmitu soustavy.

Vztah mezi modalnim utlumem a utlumem v zobecnénych soufadnicich

— Cr — 1 T
(T' - ZMT-(,()T - ZMT-(,()T- ¢TC¢T

Modalni faktory tlumeni (modalni utlum) ¢, jsou zavislé na tom jak kmita konstrukce
nebo jeji Cast — kmitani Ize odecist z tvaru kmitu.

Kmita-li napriklad v urCitém tvaru ocelova Cast je mozné odhadnou uroven tlumeni
pro tento tvar kmitu.

U tvart kdy kmitaji ¢asti z rGznych materialu je tézké urcit uroven tlumeni — pfiklad
blokového zakladu, ktery je uloZzen na antivibracni vrstvé v betonové vane; vana lezi
na podzakladi — zelezobeton beton zakladu 5-7 %, antivibracni vrstva 16 %, zelbet.
vana 5-7 %, podzakladi 10-20 % je tézké naladit tlumeni pro tvar kdy kmitaji vSechny
casti.

Uvedeny typ tlumeni je nazyvan v literatufe jako ortogonalni, klasicky, modalni

nebo proporcionalni utlum



Necht'(w,, ¢,-) jsou vlastni dvojice vyhovujici rovnicim
(Kk— w?m)¢p.=0,pror=1,2,...,N

Plati podminky ortogonality
¢Im P, = M, 5, a pIk ¢, = w*M,.5,,, kde &, je Kroneckerovo delta

Podle definice Rayleighova utlumu 5 { 1je-lir=s
dlc ds = (@ + BwD)M, by o [ Oledlir#s
Drive bylo definovano, ze

Cr = ¢$C¢r = 2M,w,C;
Kombinaci poslednich dvou rovnic

1/«
¢r = E w_r + Bw,
Parametry Rayleighova utlumu Ize jednoduse urcit na zakladé vybéru dvou hodnot ¢
odpovidajici dvéma vvybranym tvarum kmitu

r

Resenim soustavy dvou rovnic o dvou neznamych ziskdme parametry « a 8

Clen am pfedstavuje inverzné proporcionalni tlumeni vzhledem k w,
Clen gk oproti tomu vede k linearnimu narustu tlumeni vzhledem k w,

Nevyhodou Rayleighova modelu tlumeni je, Ze nezaruCuje realistické tlumeni vSech
uvazovanych tvart kmitu



Existuje postup, jak zahrnout do matice tlumeni vliv tlumeni vice tvaru

Plati
= @Ted = diag(2¢,w,.M,)

Potom

c=¢cp-t +
ProtoZe modalni matice ® je matice ortogonalnich vektort a plati M = & m®
Lze ukazat, ze

I=MM=M10¢"m)® => 1
Tedy

P 1=M1d"m #
Kombinaci rovnic + a #
c=(mPM ) CM 1dTm)

Protoze matice M a C jsou matice diagonalni - potom

N
2 r=-r
c= Y () me g,

r=1
V pfipadé limitovaného poctu N, tvart kmitu odpovidajicich nizkym frekvencim
|ze vySe uvedenou rovnici upravit

Nc¢
c= () mer g,

r=1



Tento postup vytvafi matici tlumeni c, ve které neni zahrnut vliv tlumeni tvara (N, + 1),
(NC + 2)) "';N
Je mozne modifikovat tuto rovnici tak, ze tvary r = 1, 2, ..., N, maji definovany (zadany)
pomeérny utlum a tvary (N, + 1), (N, + 2), ..., N maji tlumeni vetsSi nez tvar N,
To je mozné za predpokladu, ze

Ne—1 , .

20w
c=Fk+ Z ( 1\2 r) (m¢,)(me,)" @
- r
kde 2 =t zadané hodnoty, s =1, 2,.., N,
_ “ON 5 _ 5 Wy _
B = T, Cr =G — . (wN)’ (s v, (a‘:\j ))S =(N,+1),(N, +2),..,N

Prima integrace pohybovych rovnic vyzaduje pouziti fyzické matice tlumeni c
Pro aproximaci tlumeni Ize pouzit Rayleightv model tlumeni ©, model zobecnéného
proporcionalniho tlumeni © nebo ®

Priklad:
a) Pouzijte rovnici ® pro urCeni matice tlumeni ve fyzickych souradnicich pro pripad
ctyfpodlazni budovy (viz drive feseny pfiklad) —dano ¢, = ¢, = 0,01
b) UrCete parametry tlumeni {; a {,
Reseni:
a) Podle rovnice @ je pro N, = 2
20w 2¢ . W
c=pk+ ( I\il 1) (m¢;)(m¢,)", kde S = — a (1=G¢—¢ <_1>
1




)

v 2-0,01 A 4
Ciselné B = =6,7431-10"* a ¢ =0,01- 0,01( > =5,5179-107°

29,660 29,660
1 0 0 0](1,00000y (1,00000
0 2 0 of}o77910( _}1,55820
— 1. 4 0 — ! . 4
mp,=1-10%5 o 2 0[)049655( = )099310( 10" 2
o o o 3llo023506) \o070518 2 -1 0 0]
k=g-10¢| L 3 2 0

Po dosazeni do vyrazu pro c

 0,59051 —-0,45988 0,05071 0,03601 ]
c = —0,45988 1,74233 —-0,99987 0,05611 | 104
~ | 0,05071 —0,99987 2,74760 —1,58258

| 0,03601 0,05611 —1,58258 3,80153 |

b) Podle rovnice

CS=(2<CU—2> pro s = 3,4

)

2
29660 0,0188

41,079
Potom — 5 ! = a = 0,01 *
G = 0,01 55er = 0,0138 {4

Pri feSeni dynamické odezvy soustavy s 1SV byla uvedena krokova metoda — metoda
primé integrace pohybové rovnice

Existuji obdobné postupy pro feSeni soustav s koneénym poc¢tem stupritl volnosti




Zakladni myslenka numerické integrace spociva v tom, Ze feSeni soustavy pohybovych

rovnic . ,
mii + cu + ku = p(t)

se hleda pouze v kone¢ném poctu ¢asovych okamzikul t,, t,, ..., ty — feSeni po krocich
Délka Casoveho kroku je At; = tj4q1 — ¢t;
Na poc¢atku feSeni je nutno zohlednit po¢ate¢ni podminky u(0) =u, a a(0) =1,

Predpoklada se, ze jsou znama priblizna resSeni v Casech t,, t,, t,, ..., t;_1
Hleda se priblizné reSeni v Case ¢,

Pouzity postup reSeni definuje metodu numerické integrace
Vybér metody numericke integrace ovlivhuje naroky na vypocet a pfesnost feSeni

Metody se déli na explicitni a implicitni

Explicitni metody jsou vhodné pro feSeni rychlych dynamickych jevl — crash testy,
navrh airbagl, vybuchy a razy — kratka ¢asova oblast — nelinearni dynamika

Implicitni metody jsou vhodné pro feSeni pomalych dynamickych jeva — kmitani,
linearni dynamika — dlouha Casova oblast



Diferenéni metoda — patfi mezi explicitni metody
Vyuziva nahrady derivaci podle ¢asu kone¢nymi diferencemi
Necht t;,, odpovida Casovému okamziku t + At a t; Casovemu okamziku ¢,
prirastek At; = t;.; — t; je Casovym krokem At
V pfipadé nejjednodussi diferencni nahrady
, 1
Uy = OAL —— (Weyar — We_pp),
u, = NS (Ueppr — 20 + Wp_pg).

Po dosazeni do soustavy pohybovych rovnic mii; + cu; + ku; = p; pro Cas t
vznikne rovnice pro vypocet u;, ; v zavislosti na hodnotach v prfedchozich dvou krocich

1 1 2 1 1
A_t2m+2A Uripner = Pr — k—Fm Ue — |\ 2z M~ a7 € | Ue-ac

VypocCet se opakuje az po Cas t,, kdy je vypocCet ukoncen.

Diferencni metoda je vyhodna, pokud je matice ¢ = 0 nebo ¢ = am a pfi diagonalni
matici hmotnosti m.

Metoda je podminéené stabilni.

Podminka stability - délka zvoleného integracniho kroku At < Z
kde T je nejmensi perioda kmitani soustavy. T

Nevyhodou metody je, Ze v prvnim kroku vypoctu je tfeba pouzit specialni postup.



Newmarkova metoda - metoda konstantniho (pramérného) zrychleni - implicitni metoda
Vztahy mezi pfemisténim, rychlosti a zrychlenim v Case t a t + At
1

llt_I_At — ut + Atut + [(E - a> i'it + aﬁt+At] Atz +

Urpar = Ue[(1 — )iy + Siipync|At
Parametry a a § volime tak, aby metoda byla stabilni

1
Pfi a= 7 a S = % se jedna o metodu konstantniho (pramérného) zrychleni

Soustava pohybovych rovnic v Case t + At

milyypr + CUeppr + KU pr = Proac
Po dosazeni rovnic + vznikne soustava algebraickych rovnic pro vypocet i, ;

Atii,

1
(m + SAtc + aAt?K) iy 2y = —Kku, — (¢ + AtK) u, — [(1 —6)c+ (E — a) Atk

Vycisleny vektor i, 5; zrychleni se dosadi do rovnic pro premisténi a rychlost.

Vypoctou se vektory premisténi u;, ; a rychlosti u;, »; a pfejde se na dalSi krok.

Je zfejmé, Ze neni vhodné Casto ménit matici k = m + SAtc + aAt?k.
Toho Ize dosahnou, kdy m, c, k a At jsou konstantni — linearni ulohy dynamiky.

Metoda je jednoducha a stabilni — velky integracni krok.



Wilsonova 8-metoda metoda linearniho zrychleni v rozSifeném intervalu t, t + 6At
- implicitni metoda

V libovolném Casovém okamziku plati

MH OAt

. . T . .o uﬁ%
Upp =t + ——— (Ugac — ). o i, 1
OAt ‘

Po integraci ,

e =, + 7 il + — (il — i), t t+At  t+OAt

Tz T3 OAt .

u =u,+7us +—u, + u — Uy ).
Po dosazeni za T = At

: . oAt ;

Urigar = Up + - (lgrgar + Ug),

02%At? +

Ueigar = Ue + 0AtU, + 6 (g4 gae + 2i0g).
Obdobné jako v Newmarkové metodé je nutno rovniceﬁ% dosadit do pohybovych rovnic,

tentokrat pro t + 6At

VyCisli se i, gp; - PO dosazeni dorovnic ®, ® a  pro T = At Ize vypocitat u; ¢
a u;,. 5+ a prejde se na dalSi krok

Stabilita a presnost metody je zavisla na vybéru koeficientu 6.
Metoda je stabilni pfi 8 > 1,37 - pouziva se 6 = 1,4; optimalni hodnota je 6 = 1,420815.



Vlastnosti krokovych numerickych integracnich algoritmt — vyuziti operatoru
Pohybova rovnice jednostuprfiové soustavy v ¢ase t;,; mii; ;1 + cljyq + kUj11 = Pjtq

Derivace podle Casu Ize nahradit koneCnymi diferencemi

. At oAt
Uiy = U + T(ui +Uj41) @ Ujpq = u; +Atju; + T(ui + 141)

VySe uvedené vztahy je mozné zapsat maticove

k¢ m ] 0 0 07
—AL | (Uivq Ati| (Wiy  (Dis1
, Hi1 = 2 i + nebo klui+1 = koui + Pis+1
—Ati Uitq 1 Ati % L 0
i 4 : 4
Prime reseni ziskame po inverzi matice k; o
_Ap2 AL CAENT Soucinitelé € an
l l l
4 4 <m 2 > NG
L=k;!= - 2 § =—— = wiAt}
2 T2 2 4 2 i
| 1 c _k | n= = 2w, At;
Potom|u;; = Au; + Lp;44, _(1 +77) . (1 _I_TI) At 1 Firs ELpigg =
2 ' 4 4 (At?)
_ 1 —< S At; 4
kde A=ki'k,= (1 n f) 2At; <1 _Z> 24 _ 1 Y >(101'+1)
+ 35+ =7 = :
A (R) (n E) 1+3+5/ |5 ™
| At? At; 2 4] L1 J



Priklad:

Pouzijte metodu prumérného zrychleni pro ziskani vlastniho kmitani netlumené
soustavy o jednom stupni volnosti, kdy k =1, m =1, u(0) =1 a u(0) = 0.
Vyberte odpovidajici integracni krok a provedte integracipro 0 <t < 2 s.

Reseni: . -
Vlastni frekvence w, = \/; =1 aperioda T, = o 21

n

Volba casoveho kroku At; = 0,2 s, krok je mensinez T, /10

Dale £ = w2At? = 12 0,22 = 0,04, n = 2w, At = 0, nebot { = 0

099 0,20 0,01
Protoze se jedna o volné kmitani u;,; = Au;, kde A=(-0,01 098 0,10 ]

-0,99 -0,20 -0,01

u(0) 1
Pohybova rovnice ii + u = 0 spolu s po¢ateénimi podminkami uy = {u(0) ¢ = { 0 }
i1(0) je uréeno z pohybové rovnice i(0) -1

Presné rfesSeni ulohy je u(t) = cos(t)

0,98020 0,92158
u(0,2) = u; = Au, = 1—0,19802], u(0,4) = u, = Au, = {—0,38820} atd.
—0,98020 —0,92158



L t; U; U; U, cos(t;)

0 0,0 -1,00000 0,00000 1,00000 1,00000
1 0,2 -0,98020| -0,19802 0,98020 0,98007
2 04| -092158| -0,38820 0,92158 0,92106
3 0,6 -082646| -0,56300 0,82646 0,82534
4 08| -069861| -0,71551 0,69861 0,69671
5 1,01 -0,54309| -0,83968 0,54309 0,54030
6 1,2| -0,36606| -0,93059 0,36606 0,36236
7 1,4| -0,17454| -0,98465 0,17454 0,16997
8 1,6 0,02390| -0,99971| -0,02390| -0,02920
9 1,8 0,22139| -0,97519| -0,22139| -0,22720
10 2,0 0,41011| -091204| -0,41011| -0,41615

Presnost algoritmu
- v amplitudé ( pokles amplitud)
- v periodé (protazeni periody)

Stabilita algoritmu
- podminéné stabilni
At; < At

pfi veétSi hodnote nez je

kriticka, feSeni se rozpadne
- nepodminéné stabilni

pri velkém Casovém

kroku algoritmy funguiji

- narust numerické chyby

Soustava s 1 SV — buzeni pocatecCni vychylkou

——— presné feseni

444 yat =02

Newmarkova metoda

poon wal= 05
0000 wal = 1.0

— pfesné feseni
et Udl - []42

Wilsonova 6-metoda - 8 = 1,4



Odezva konstrukci na buzeni seismickym zatizenim — pohybem podzakladi 16

Déleni na technickou seizmicitu a prirodni seizmicitu

e Technicka seizmicita vznika jako nasledek pusobeni ¢lovéka

e Pfirodni seizmicita - nezavisle na pusobeni ¢lovéka

World Seismicity: 1990 - 2000

Seismické oblasti svéta mezi roky 1990 - 2000 s uvedenou hloubkou ohniska
Z obrazku je jasné, ze ve vétsSiné oblasti vnikaji otfesy v hloubkach do 70 km
HlubsSi ohniska jsou vazana €isté na deskova rozhranni, predevsim subdukéni
zony Tichého oceanu

(zdroj: http://www.usgs.gov/).

Charakteristiky

e intenzita zemétreseni
seizmického zatizeni

e velikost zemétreseni

Problémy pfi urCovani
seizmického zatizeni

e nahodnost buzeni

e nelinearni charakter buzeni

Zrychleni - akcelerogramy
Rychlosti
Premisténi

Potreba stanoveni odezvy na
seizmickeé buzeni pro navrh
a posouzeni

e stavebnich objektu

e technologie
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Intenzita zemétreseni je veliCina, ktera je urCovana na zakladé pozorovani
makroseizmickych u€inkd zemétreseni

Tyto zahrnuji rizné stupné poskozeni staveb, vznik prasklin a puklin v povrchu,
pripadny pokles nebo vzestup terenu, sesuvy apod.

Intenzita je tedy Cisté subjektivni veliCina zavisla na urCeni miry skod, které vznikly

v souvislosti s otresy

Jeji velikost je v kazdém misté pozorovani odlisna a klesa se vzdalenosti od epicentra

Popis stupnice MM (Modified Mercalli) s uvedenym zrychlenim povrchu grazoi, r,, et al, 1988)

Stupen

VII.
VIII.

XI.
XII.

Oznaceni

nepozorovatelné

velmi slabé
slabé

mirné

malo silné
silné

velmi silné
borivé
pustosivé
nicivé
katastroficke

globalni

Zrychleni
(mm.s2)

do 2,5
25-5
5-10

10- 25
25-50

50 - 100
100 - 250
250 - 500
500 - 1000
1000 - 2500
2500 - 5000
pres 5000

Popis

Clové&k nerozpozna, pouze pFistroje

Rozpoznatelné v hornich patrech budov citlivymi lidmi

Vibrace, lustry se pohybuiji; srovnatelné s vibracemi zplisobenymi projizdéjicim tézkym nakl. automobilem
Drnceni oken, cinkot pfiborl a nadobi, zdi vydavaji praskavé zvuky

Lze rozpoznat v krajing, probouzi spici, praskani oken, kyvadlové hodiny se mohou zastavit
Vravorani pfi chizi, padaji predméty, rozbiji se nadobi, praskliny v omitce

Lze jen obtizné stat, zvony zvoni, trhliny ve zdech

Padaji kominy, poSkozeni budov, pohybujici se tézky nabytek

Panika, vazné poskozeni domu, vétsi trhliny v padée

Znicené budovy, poruseni prehrad, velké trhliny v padé

RoztrZzeni koleji a potrubi, zni¢ené mosty, zmény terénu

Velké predméty létaji vzduchem, Uplné zni¢eni, rozsahlé terénni zmény



Velikost zemétreseni je objektivné zméritelnou veliCinou

Vyobrazeni Posunuti
stavby a funkce iy
seismografu
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Postupy pfri reseni odezvy na seizmické buzeni

Reseni s vyuzitim akcelerogram(i — feSeni v asové oblasti
Reseni s pomoci linearnich spekter odezvy

Reseni s vyuzitim akcelerogrami — stejny postup jako pfi feSeni na obecné buzeni —
buzeni akcelegramy

Reseni s pomoci linearnich spekter odezvy

Odezva soustavy s 1SV buzené zemétresenim - spektra odezvy LTS
Pohybova rovnice v pfipadé buzeni pohybem zakladu
Absolutni pohyb u(t) mii+cu+ku=cz+kz

Relativni pohyb w(t) mw+cw+ kw =-mzZ -+ -
- : . : , , L
Resenim rovnice + pomoci Duhamelova integralu Ize ziskat wy, .« 5

a maximum absolutniho zrychleni.

Pro pripad ignorovani znaménka v + a rozdilu mezi w, a w, potom
t

1
w(t, wy,, () = (a)_> W), kde W(t) = Ji(r)e‘g‘”n(t‘f) sinw, (t — 1) dt
n
0
Maximalni hodnota relativni vychylky se objevi v Case t,,, a oznaCuje se symbolem S; —
spektralni vychylka

1
Sd(Tr () = Wmax = (a)_> W(tm)

n



Graf S; v zavislosti na vlastni periodé T = 2w/ w,,se nazyva spektrum odezvy
vychylky. W (t) ma rozmer rychlosti.

Maximalni hodnota W (t) se nazyva spektralni pseudorychlost (S,,).

Graf S, v zavislosti na periodé T se nazyva spektrum odezvy pseudorychlosti

Sv(T: () — W(tm) = WpSq

Maximum absolutniho zrychleni pro netlumenou soustavu i,y = W2Wpax

Uvedeny vztah neplati pro tlumenou soustavu, maximalni absolutni zrychleni i,
slabé tlumené soustavy muze byt aproximovano spektralnim pseudozrychlenim S,

Sa(T: () — wrzlsd = wWnSy

Graf S, versus T se nazyva spektrum odezvy pseudozrychleni

Maximalni sila v pruziné — kS,

k
(fs)max =kSy = (?) Sq = mS,

n

Pro frekvence (periodu) od f;
do fy s krokem Af se urCi
max. odezva — napfr. zrychleni
a sestavi se tabulka S, v zavi-
slosti na f nebo T a utlumu ¢




Akcelerogram Spektrum zrychleni Upravené spektrum zrychleni
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Ostreé Spicky a propady jsou vysledkem lokalnich rezonanci a antirezonanci pfi pohybu
zakladu
Pro navrh je nutno spektra vyhladit a normalizovat vzhledem ke standardni intenzité

Navrhové spektra dle EC8 s riznym pomérnym Utlumem

Horizontalni smér buzeni Vertikalni smér buzeni

0.45 0.40

— Sa (0%)
—Sa (2%)

0.40 7 0.35 1

0.35 1
—Sa (5%) 0.30 1

0.30 1 o
—Sa (10%) 0.25

0.25 A

Sa [g]
sa [q]

0.20 A
0.20 1

0.15 —sa (0%)
0.15 A

. 0.10 —Sa (2%)
: —sa (5%)

0.05 A 0.05 1 —Sa (10%)

0.00 T T T T T T 0.00
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35

£ [Hz] £ [Hz]

Uvedena spektra plati pro uroven zakladu

Pro posouzeni konstrukci (napf. pricek, technologie) je tfeba ziskat tzv. podlazni spektra
odezvy — sestavuji se stejné, ale z odezvy na urovni podlazi

ol N

Zakladové Spektrum — :
spektrum posledni patro R
panelového N
domu




Odezva vicestupnové soustavy na buzeni zemeétresenim
k2

Priklad: Tristupnoveé soustava — model tripatrové budovy
hmotnosti m,, m,, m,, tuhosti k, k, a k;

k,/2
Soustava pohybovych rovnic v relativnich souradnicich

k2

my; O 0101
0 0 msl\1

my 0 071(wy) [ky+k, =k 0 [(wa
0 my o] Wyt + | —k, kp+ks—ks {wz}:_
0 0 mal(ws

0 —k3 k3 w3
Nebo kompaktnéji mw + kw = —m1Z(t)

V pfipadé s tlumenim

mw + cw + kw = peff(t) e, kde peff(t) = —le(t)

Reseni bude provedeno rozkladem podle vlastnich tvarti kmitu

Transformace souradnic

N
w=on=> ¢n,0 ©
r=1

Po transformaci - nezavislé rovnice

. 1
Ny + quwrnr + wznr = <ﬁ) Pr(t) ,
r

kde P.(t) = ¢ m1Z(¢t) - zanedbano znaménko oproti rovnici @




Necht y,. = ¢Im1 = 1"m¢, je participaéni faktor odpovidajici viastnimu tvaru kmitu r
Potom B.(t) = y,-Z(t)
Analogicky vztahum pro jednostupnovou sous’%avu

Vr
t) =
1 (£) (Mrwr

Slou¢enim rovnic © a &
N
W z b VWi (t)
" MT'wT'
r=1
Uvedena rovnice je vhodna pro reSeni odezvy na buzeni pohybem zakladu metodou

rozkladu podle vlastnich tvart kmitl — jako buzeni jsou pouZity akcelerogramy
(zaznamy zrychleni pohybu zakladu)

>Wr(t) &, kde W.(t) = ji(r)e‘zrwr(t‘f) sinw,(t — 1) dt
0

Maximalni relativni pfemisténi (dynamicka odezva) odpovidajici r-tému tvaru vyjadiené
pomoci spektra odezvy (maximum pro frekvenci odpovidajici r-tému tvar kmitu)

|Vr| )S (Tr: Cr) — |¢r| <|)/T'|

)S (T, &) (Sa(T, &) = wczlSd = wqSy)
T r T'
Vysledna odezva se sklada s odezev vSech tvard kmitu.

mi?‘xlwr(t)l || (

Po vycCisleni jednotlivych odezev pro jednotlivé tvary kmitu je tfeba tyto odezvy secist.

Objevuje se komplikace v dusledku toho, Ze dosaZzené maxima odezvy pro jednotlivé
tvary nastavaji v riznych ¢asech.



Potom maximum odezvy ziskané prfimo se nerovna maximu souctu odezev ziskanych
pomoci spektra odezvy N
max|w(t)| z max|w, (6)

Primy soucet jednotlivych odezev dava konzervativni vysledky. Uspokojiveé priblizné
maximum se velmi ¢asto definuje pomoci sumace SRSS - dobré vysledky pro oddélené
frekvence 1/2

2
max|Q(t)] = z (maxiQ,(0)1) | . kde Qe libovolna odezvova velicina

Odezva pfi pouziti modalniho efektivniho zrychleni (W,).rr = wfw, odpovidajiciho
r-tému tvaru kmitu

Naph’klad smykove sily pFenééené na zaklad r-ty vlastni tvar kmitu — viz tfipodl. budova

2
Sq(t) = zm (er)eff = z wrm Wir = 1Tm¢rwr7h(t) = 1Tm¢r <Vr r) W,.(t) = <Y7;\4 r) W, (t)

Maximum smykove sily prenasené na zaklad od r-tého vlastniho tvaru

(M
m?XIS(t)I = <Mr>5 (T, )
S vyuzitim sumace odezev podle pravidla SRSS aproximace maxima smykove sily
prenasené na zaklad 1/2

b, 1| ‘
maX|W(t)| z [( r >SV(Tr» Cr)]



Horizontalni smér buzeni Vertikalni smér buzeni

0.45 0.40
0.40 - —sa (0%) o s ]
—3sa (2%)
0.35 -
—sa (5% 0.30 -
0.30 1 —sa (10%) 0.5 |
& 0.25 1 o
o ~ 0.20 A
8 0.20 a
0.15 A 0.15 1 —Ssa (0%)
—sa (2%)
0.10 - 0.10 7
—sa (5%)
0.05 - 0.05 - —sa (10%)
7% A S S — oo b — Odezva
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: o) e e na spektra

Navrhové spektra dle EC8 s riznym pomérnym utlumem
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Ze spekter odezev Ize vytvorit tzv. syntetické akcelerogramy
- priklad syntetickych akcelerogramu v asové oblasti 0 az 16 s

Odezva na syntetické akcelerogramy



Dynamické vypocty metodou konec¢nych prvki (MKP)
Soustava pohybovych rovnic v MKP
mii + cu + ku = p(t)

v€etné pocatecnich podminek u(0) = uy a u(0) = u,
a) Modalni analyza — vypocet vilastnich frekvenci a tvari kmit

b) ReSeni odezvy na obecné buzeni
e prima integrace pohybovych rovnic
e metoda rozkladu podle vlastnich tvard kmitd
c) Reseni odezvy na harmonické buzeni
e pfimy postup (k — 2°m + iQc)ir = f
e metoda rozkladu podle vilastnich tvart kmitu
d) Spektralni analyza — dynamicka odezva na buzeni spektry odezvy

e buzeni spektry v jednom ,bodu” — jedno spektrum pro vSechny zaklady
e buzeni spektry ve vice ,bodech” — pro nékteré zaklady rizna spektra

Linearni dynamika a nelinearni dynamika

Programy na bazi MKP
ANSYS, ABAQUS, LS-DYNA, ADINA, COSMOS, SYSTUS atd.



